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рядка (дробную модель Максвелла и дробную модель Фойгхта), для соответствия эксперимен-
тальным данным релаксации и экспериментальным данным ползучести [3]. В исследовании [4]
разработана модель Гука–Работнова–Кельвина вязкоупругости для костной ткани, учитыва-
ющая анизотропию, неоднородность и перестройку костной ткани. Уравнения соответствуют
монотропной (monotropic) реологической модели костной ткани [5]. Для расчета упругих и вяз-
коупругих параметров материала разработан алгоритм, в котором используются результаты
испытаний на ползучесть, сжатие и сдвиг. Настоящая работа развивает это направление иссле-
дований и посвящена оценке напряженно-деформированного состояния бедернной кости при
сложном сопротивлении, соответствующем действию собственного веса человека при рутинной
деятельности человека. Выполнен сравнительный анализ распределений напряжений в попе-
речном сечении бедренной кости для различных вариантов описания постоянных упругости,
представленных в работах [1, 2, 4].
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МОДЕЛИ ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ БИОЛОГИЧЕСКИХ ТКАНЕЙ
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ОПЕРАТОРОВ ДРОБНОГО ПОРЯДКА

С. М. Босяков (Минск, Беларусь), М. В. Шитикова (Воронеж, Россия)

Математические модели с использованием производных дробного порядка в последние три
десятилетия нашли широкое применение во многих областях науки и техники, в том числе
при решении различных задач механики, где требуется описание вязкоупругих свойств мате-
риалов и конструкций [1–3]. Основные математические идеи приложения дробного исчисления
при моделировании биологических систем изложены в обзорной работе [4], а в [5] приведены
примеры использования таких моделей для решения задач биомеханики.

В данном докладе представлены результаты работы по разработке нового класса мате-
матических дробно-дифференциальных моделей функционирования вязкоупругих биологиче-
ских тканей и биомеханических систем в нормальном и патологическом состояниях. Поскольку
физико-механические характеристики вязкоупругих мягких и костных тканей, включая коэф-
фициент Пуассона, параметры Ламе и объемный модуль, с течением времени изменяются от
своих нерелаксированных значений до релаксированных величин, то для описания процессов
релаксации и ползучести используются зависящие от времени операторы дробного порядка с
ядром в виде дробно-экспоненциальной функции Ю.Н. Работнова. Для обобщения вязкоупру-
гих моделей, соответствующих различным режимам функционирования биологических тканей,
использован параметр дробности, являющийся величиной, описывающей изменения структуры
рассматриваемого объекта при возникновении патологий и/или при возрастных изменениях.
Этот параметр позволяет учесть различное поведение биоматериалов при кратковременных и
долговременных нагрузках различной интенсивности.



10th International Workshop AMADE, Minsk, Belarus, September 13–17, 2021 19

Благодарности. Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ и БРФФИ
в рамках научного проекта №20–51–00008–Ф20Р–083.

Литература
1. Rossikhin Yu.A., Shitikova M.V. Fractional Calculus Models in Dynamic Problems of

Viscoelasticity. Handbook of Fractional Calculus with Applications (Editors D. Baleanu, A.M. Lopes)
De Gruyter, Vol. 7, Part A (2019), 139–158.

2. Шитикова М.В. Обзор вязкоупругих моделей с операторами дробного порядка, исполь-
зуемых в динамических задачах механики твердого тела. Известия РАН. Механика твердого
тела. No. 5 (2021).

3.Failla G., Zingales M. Advanced Materials Modelling via Fractional Calculus: Challenges and
Perspectives. Philosophical Transactions of the Royal Society A. Vol. 378 (2020), PaperID 20200050.

4.Magin R.L. Fractional Calculus in Bioengineering. Critical Reviews in Biomedical Engineering.
Vol. 32 (2004), 1–378.

5. Bosiakov S. Fractional Calculus in Biomechanics. Encyclopedia of Continuum Mechanics
(Editors H. Altenbach, A. Ochsner) Springer. Vol. 2 (2020), 946–953.

ОБОБЩЁННЫЕ СВЁРТКИ И СВЯЗАННЫЕ С НИМИ ОПЕРАТОРЫ СДВИГА
Л. Е. Бритвина (Великий Новгород, Россия)

В докладе будут представлены обобщённые свёртки для интегральных преобразований, в
частности, для преобразования Ханкеля. Последнее определяется следующим образом

hν(f)(s) = f̂(s) =

∞∫
0

f(t)jν(st)t2ν+1dt, ν > −1/2, (1)

где функция jν(st) связана с функцией Бесселя первого рода порядка ν равенством

jν(st) =
2νΓ(ν + 1)

(st)ν
Jν(st)

и является решением обыкновенного дифференциального уравнения

d2y

dt2
+

2ν + 1

t

dy

dt
+ s2y = 0 (2)

при начальных условиях y(0) = 1 и y′(0) = 0.
Построенные обобщённые свёртки позволяют получить операторы, схожие с операторами

обобщённого сдвига, изученными в работах Б.М. Левитана и его последователей.
Исследованы основные свойства полученных свёрточных операторов и операторов сдвига.

Особый акцент сделан на исследовании свёрток с весовыми функциями.
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