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В.Т. ЕРОФЕЕНКО, С.В. МАЛЫЙ 

ДИФРАКЦИЯ ПЛОСКОЙ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ НА ПЛОСКОМ СЛОЕ  
ИЗ БИИЗОТРОПНОГО МАТЕРИАЛА 

The rigorous technique for solving the problem of diffraction of plane electromagnetic wave on a flat bi-isotropic slab is described. It 
is based on the solution of the boundary problem for Maxwell’s equations of special type with special boundary conditions. The ex-
amples of the use of the technique for analyzing the interaction of a plane electromagnetic wave with bi-isotropic slabs are presented.  

Физика и техника метаматериалов является одним из наиболее интенсивно развивающихся на-
правлений прикладной электродинамики и оптики [1–4], что обусловлено двумя факторами: уни-
кальными электромагнитными свойствами метаматериалов и возможностью их практического изго-
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товления. В общем случае биизотропные материалы представляют собой гетерогенные системы, со-
стоящие из диэлектрической матрицы и системы статистически однородно распределенных и ориен-
тированных частиц. Электромагнитные свойства биизотропных материалов характеризуются скаляр-
ными материальными параметрами: диэлектрической и магнитной проницаемостями, коэффициен-
том киральности и параметром невзаимности Теллегена.  

Примерами использования биизотропных материалов в различных областях оптики и микровол-
новой техники являются: радиопоглощающие покрытия, электромагнитные экраны, радиопрозрач-
ные стенки антенных обтекателей и укрытий, частотно-селективные и пространственно-поляриза-
ционные фильтры, оптические зеркала, элементы антенно-фидерных и оптико-электронных систем. 
Это делает актуальным разработку эффективных математических моделей взаимодействия электро-
магнитного излучения с объектами и системами, в состав которых входят биизотропные материалы. 
Особую роль играет взаимодействие плоской электромагнитной волны с плоским слоем из однород-
ного биизотропного материала, что объясняется следующими причинами: тонкие оболочки и экраны 
широко применяются на практике; строгое решение задачи может использоваться в качестве тесто-
вой информации для верификации других приближенных методов; вычислительная модель может 
входить в состав методик определения эффективных электромагнитных параметров биизотропных 
сред.   

В данной работе описывается строгая методика решения задачи дифракции плоской электромаг-
нитной волны на плоском слое из биизотропного материала. В ее основе лежит решение краевой за-
дачи для системы уравнений Максвелла специального вида со специальными граничными условиями 
[5–7]. Использованы нелокальные граничные условия [5], которые аналитически исключают интег-
рирование уравнений Максвелла в слое. Граничные условия [5] применимы для слоев из биизотроп-
ных материалов с произвольными комплексными электромагнитными параметрами. 

Нами приводятся результаты использования методики для исследования взаимодействия плоской 
электромагнитной волны с плоским экраном для различных коэффициентов киральности и парамет-
ров невзаимности Теллегена. 

Постановка краевой задачи экранирования с классическими граничными условиями 
В пространстве, заполненном вакуумом с электрической и магнитной постоянными 0 0, ,ε µ  рас-

смотрим плоский слой D (0 , , ),z x y< < ∆ −∞ < < ∞  ограниченный плоскостями 1( 0)zΓ =  и 2 ( ).zΓ = ∆  
Материал экрана характеризуется электрической D и магнитной В индукциями 

0 0 0( ) ,r i= ε ε + χ + κ ε µD E H  

0 0 0( ) ,r i= µ µ + χ − κ ε µB H E  
где ,r rε µ  – относительные диэлектрическая и магнитная комплекснозначные проницаемости, χ  – 
параметр Теллегена, κ  – параметр киральности. Из полупространства )0(1 <zD  на экран D  падает 
первичное плоское монохроматическое поле с временной зависимостью exp( ) :i t− ω  
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2 круговая частота, 0.f fω = π − >   
При 0B =  первичное поле является плоскополяризованным ТЕ-полем, при А=0 – плоскополяризо-

ванным ТН-полем. 
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В результате взаимодействия первичного поля с экраном в полупространстве )(2 ∆>zD  образу-
ется поле 2 2, ,E H  а в слое D  – поле , .E H  

Обозначим: 1 1,′ ′E H  –  отраженное поле в 1;D  1 0 1 1 0 1,′ ′= + = +E E E H H H  – суммарное поле в .1D  
Сформируем краевую задачу взаимодействия первичного поля с экраном .D  
Трехобластная краевая задача. Требуется при заданном плоском поле (1) определить плоские по-

ля 1 1 2 2, ; , ; ,′ ′E H E H E H  соответственно в областях 1 2, , ,D D D  которые удовлетворяют: 
уравнениям Максвелла 

1 0 1rot ,i′ ′= ωµE H    1 0 1rot , 0,i z′ ′= − ωε <H E                                                  (3) 

2 0 2rot ,i= ωµE H    2 0 2rot , ,i z= − ωε > ∆H E                                                (4) 
                               rot ,i= ωE B            rot , 0 ,i z= − ω < < ∆H D                                                 (5) 

граничным условиям непрерывности тангенциальных составляющих поля на плоскостях раздела сред 
1 0 1 0

2 2

( ) 0, ( ) 0,
( ) 0, ( ) 0

z z

z z

τ τ = τ τ =

τ τ =∆ τ τ =∆

− = − =
− = − =

E E H H
E E H H

                                               (6) 

и условиям распространения волн на бесконечность при .±∞→z  
Здесь , .j jx x jy y j jx x jy yE E H Hτ τ= + = +E e e H e e  

Постановка краевой задачи со специальными граничными условиями на экране 
При решении краевой задачи экранирования (3) – (6) в первую очередь представляет интерес опре-

деление полей в областях D1 и D2, т. е. прошедшее через экран и отраженное от экрана D поля. В свя-
зи с этим задачу (3) – (6) сформулируем в виде эквивалентной краевой задачи со специальными двух-
сторонними граничными условиями, связывающими поля по обе стороны экрана D [5, 7].  
Двухобластная краевая задача. Требуется при заданном плоском поле (1) определить плоские по-

ля 1 1 2 2, ; ,′ ′E H E H  в областях D1 и D2, которые удовлетворяют уравнениям (3), (4), граничным услови-
ям [5]: 
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и условиям распространения волн на бесконечность при .±∞→z    
Элементы матрицы ˆ { }slB B=  граничных условий (7) определяются формулами 

[ ]11 2 1 1 1 1 2 2 2( ) ( ) ,B p p S C p S C= Φ − − Φ −  

[ ]12 1 2 2 2 1 1 ,B p p S p S= θ − θ [ ]13 2 2 1 1 1 2 ,B p S S C C= Φ −Φ + −  

[ ]14 1 1 2 2 ,B p S S= θ − θ [ ]21 2 1 1 1 2 2 ,B p p S p S= δ − δ  

[ ]22 1 2 2 2 2 1 1 1( ) ( ) ,B p p S C p S C= Φ + − Φ +  

[ ]23 2 2 1 1 ,B p S S= δ − δ [ ]24 1 1 2 2 1 2 ,B p S S C C= Φ −Φ + −  

31 1 2 13 32 1 2 14, ,B p p B B p p B= − = −  
[ ]33 1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( ) ,B p p C S p S C= −Φ + Φ −  

[ ]34 1 1 1 2 2 2 ,B p p S p S= θ − θ 41 1 2 23 42 1 2 24, ,B p p B B p p B= − = −  

[ ]43 2 2 2 1 1 1 ,B p p S p S= δ − δ  

[ ]44 1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( ) ,B p p S C p S C= Φ + − Φ +  
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2
0 0 0, ( 1) , , 0 arg ,j

j j j r rg f f f f f= κ + = − = ε µ − χ ≤ < π  
2( ) , 0 arg ,j j jk f k= κ − ≤ < π  

2 2
0sin , arg ,

2 2j j jv k vπ π
= θ − − ≤ <  

1 2
0 0( ), ( ), ,j

j j j j j
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= ∆ = ∆ Φ =  

2 2 2 2
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Решение краевой задачи 
Решение краевой задачи (3), (4), (7) в областях  jD  представим в виде линейной комбинации ба-

зисных плоских Е- и Н-поляризованных полей (2), которые удовлетворяют уравнениям (3), (4):  
( 1) ( 2) ( 2) ( 1)
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2 3 4 2 3 4
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где 1 2 3 4, , ,x x x x  – коэффициенты, подлежащие определению. 
Для удовлетворения граничных условий (7) подставим поля (8), (1) в (7). Получим систему алгеб-

раических уравнений 
4

1
, 1,4,ls s l

s
p x Q l

=
= =∑                                                                 (9) 

где матричные элементы системы определяются формулами 
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Вектор-столбец 1 2 3 4
ˆ( , , , ) ,TQ Q Q Q B= =Q W  где  

2 1 1 2( , , , ) , , ,T
x y x y x yf f g g f i A B f i A B= = α −αα = − α −ααW  

2 1 1 2
0 0

1 1( ), ( ),x yg B i A g B i A
Z Z

= α + αα = − α − αα  

1 0 2 0cos , sin .α = ϕ α = ϕ  
Результаты численного моделирования 

Предложенная методика реализована в виде 
программного комплекса, позволяющего рассчи-
тывать прошедшее и отраженное поля при взаимо-
действии  плоской электромагнитной волны с пло-
ским слоем из биизотропного материала. Направле-
ние распространения и поляризация падающей 
электромагнитной волны могут быть произволь-
ными. Проведено комплексное тестирование мето-
дики и программы с использованием результатов, 
полученных другими методами вычислительной 
электродинамики (методами конечных разностей 
во временной области и минимальных автономных 
блоков). Для слоев из материалов без поглощения 
контроль точности проводился также по балансу 
суммарной мощности электромагнитной энергии. 

В качестве примера, иллюстрирующего точ-
ность моделирования, на рис. 1 показаны частот-
ные зависимости коэффициентов отражения и про-
хождения при взаимодействии нормально падаю-
щей к поверхности плоского слоя линейно поляри-
зованной электромагнитной волны (θ0 = 0, А = 1, 
В = 0). Там же приведены результаты из работы [8], 
полученные методом конечных разностей во вре-
менной области (FD-TD). В основе этого метода 
лежит численное решение уравнений Максвелла с 
использованием конечно-разностных рекуррент-
ных алгоритмов. Результаты расчетов представля-
ются в виде коэффициентов отражения 1, 2R  и про-
хождения 1, 2T  по двум ортогональным поляризаци-
ям. Коэффициенты отражения и прохождения свя-
заны с элементами вектора решения системы (9) 
следующим образом: 1 1 2 2 1 3 2 4, , , .R x R x T x T x= = = =  
Плоский слой имеет параметры: толщина 10 см,∆ =  
ε 2, µ 1, χ 0, κ 0,3.r r= = = =  Наблюдается хорошее 
соответствие результатов, полученных разными 
методами. 

Потенциальные возможности методики иллюст-
рируют результаты анализа поляризационных 
свойств плоского слоя из кирального материала с 
параметрами: толщина 5 см,∆ =  ε 4,r =  µ 1,r =  
χ 0, κ 0,5.= =  На рис. 2 а приведены коэффициен-
ты отражения и прохождения по основной и орто-
гональной поляризациям для случая, когда 0 0,θ =  

1, 0.A B= =  Результаты расчетов показывают воз-

 
Рис. 1. Частотная зависимость коэффициентов прохождения 
и отражения для плоского слоя из кирального материала 

а 

 
б 

 
Рис. 2. Частотная зависимость амплитуды коэффициентов 
прохождения и отражения для плоского слоя из кирального 

материала (ε 4, µ 1, χ 0, κ 0,5)r r= = = =  – а  
и из материала с биизотропными свойствами 

(ε 4, µ 1, χ 0,5, κ 0,5)r r= = = =  – б 
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можность использования плоского слоя из кирального материала в качестве эффективного поляриза-
тора. Частотная перестройка позволяет при полной прозрачности слоя осуществлять поворот пло-
скости поляризации прошедшей электромагнитной волны на 90° ( 3; 9 ГГц).f = На частотах 

1,5 ;4,5; 7,5 ГГцf =  поле полностью проходит через слой и имеет круговую поляризацию. 
На рис. 2 б представлены результаты взаимодействия плоской электромагнитной волны с плоским 

слоем из биизотропного материала c параметрами: 5см,∆ =  ε 4, µ 1, χ 0,5, κ 0,5.r r= = = =  Рассматри-
вается случай наклонного падения волны 0( 45 , 1, 0).A Bοθ = = =  Частотные зависимости коэффици-
ентов отражения и прохождения имеют сложный апериодический характер. 

Высокая вычислительная эффективность, точность и универсальность разработанной методики и
реализации позволяют использовать ее в задачах оптимизации свойств плоских электромагнитных
экранов, для тестирования других методов вычислительной электродинамики, при численном реше-
нии обратных задач для определения материальных параметров биизотропных материалов. 
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