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Получено аналитическое выражение для средней скорости движения адиабатического броуновского мотора 
(рэтчета), функционирующего за счет малых дихотомных пространственно-гармонических флуктуаций ступен-
чатого потенциала. Выявлены свойства симметрии средней скорости как функционала стационарной и флуктуи-
рующей компонент потенциальной энергии наночастицы и определены области значений параметров системы, 
обеспечивающих движение мотора направо и налево. Показано, что средняя скорость движения мотора является 
немонотонной функцией высоты ступенчатого потенциала. Для сингулярного (бесконечно высокого и бесконечно 
узкого) потенциального барьера средняя скорость немонотонно зависит от «мощности» этого барьера (произве-
дения ширины барьера на экспоненту отношения его высоты к тепловой энергии). Статья продолжает развитие 
теоретических методов симметрийного анализа применением предложенных авторами общих подходов к кон-
кретным моторным системам.
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We obtained an analytical expression for the average motion velocity of an adiabatic Brownian motor (ratchet), which 
operates due to small dichotomous spatially harmonic fluctuations of a stepwise potential. The symmetry properties of 
the average velocity as a functional of the stationary and fluctuating components of the nanoparticle potential energy 
are revealed, and the ranges of values of the system parameters that ensure the rightward and leftward motion of the 
motor are determined. We showed that the average motor velocity is a non-monotonic function of the stepwise potential 
height. For a singular (infinitely high and narrow) potential barrier, the average velocity depends non-monotoni cally on 
the «power» of this barrier (the barrier width multiplied by the exponent of the ratio of the barrier height to the thermal 
energy). The article continues the further development of theoretical methods of symmetry analysis by applying the gene-
ral approaches proposed by the authors to specific motor systems.

Keywords: diffusion transport; diffusional dynamics; ratchet systems; adiabatic Brownian motors; symmetry; step-
wise potential; harmonic fluctuations.
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Введение
Моделирование активного транспорта наночастиц [1; 2], возникающего в отсутствие стационарных 

сил и градиентов концентраций (моторного эффекта или рэтчет-эффекта), в частности его аналитиче-
ское описание, призванное выделить ключевые механизмы и обобщить закономерности эффекта, по-
рой требует разработки и привлечения сравнительно простых и наглядных техник, которые бы допус-
кали получение аналитических выражений для характеристик направленного движения наночастиц. 
Также оно требует построения и использования различных приближений относительно частотных, 
пространственных и энергетических режимов возникновения движения [3]. В частности, значительное 
упрощение описания наноразмерных моторных систем достигается при рассмотрении функциониро-
вания адиабатического броуновского мотора с кусочно-линейной формой стационарного потенциаль-
ного профиля, дихотомно возмущаемого пространственно-периодическим сигналом также простой 
формы [3; 4]. Как в теоретических, так и экспериментальных работах широко распространено исполь-
зование пилообразного потенциала как стационарной составляющей потенциального рельефа и гармо-
нического сигнала как возмущения [5; 6]. 

В данной статье в качестве стационарной компоненты рэтчет-потенциала мы рассматриваем разно-
видность кусочно-линейного потенциала – периодический ступенчатый, форма которого описывается 
функцией, относящейся к классу симметричных функций (функций s-типа) [7]. Хорошо известно, что 
в системе, обладающей зеркальной симметрией, рэтчет-эффект существовать не может [8; 9]. Оче-
видно, что эта симметрия может быть нарушена за счет возмущения, асимметричного по пространст-
ву и (или) времени. В работе [10] было показано, что рэтчет-эффект может возникать даже при про-
странственно-симметричном возмущении, если ось симметрии описывающей его функции сдвинута 
относительно оси симметрии стационарной компоненты потенциала (и сдвиг не равен целому числу 
полупериодов каждого из потенциальных профилей). Выбор ступенчатого потенциала в качестве ста-
ционарной компоненты и пространственно-гармонического сигнала в качестве возмущения позволяет 
получить достаточно простое явное аналитическое выражение для средней скорости движения такого 
броуновского мотора, а также наглядно проследить указанное и выявить новые свойства симметрии 
(в следующем разделе мы приводим физические аргументы выбора таких моделей компонент потен-
циального профиля). Статья представляет собой развитие теоретических идей по исследованию об-
щих симметрийных свойств моделей броуновских моторов [7–11] и ставит своей целью применение 
их к анализу конкретных систем, а также расширение результатов, приведенных в недавней работе [6].

https://www.rfbr.ru/rffi/ru/contest/n_812/o_2090924
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Основные соотношения и свойства симметрии
Рассматриваемая в настоящей статье рэтчет-система представляет собой адиабатически быстрый [11] 

броуновский мотор, характеризуемый периодическими функциями u x( ) и w x( ) с периодом L ( ,u x L u x+( ) = ( )
( ,u x L u x+( ) = ( )  w x L w x+( ) = ( )), задающими стационарный потенциальный рельеф и форму его дихотомного 

возмущения соответственно. Тем самым пространственно-временная зависимость потенциальной энер-
гии наночастицы частицы имеет аддитивно-мультипликативный вид U x t u x t w x,( ) = ( ) + ( ) ( )s  с функ-
цией возмущения s t( ), описывающей дихотомный (стохастический или детерминистический периоди-
ческий) процесс, т. е. флуктуирует между двумя состояниями, задаваемыми s t( ) = ±1, с временами 
жизни, значительно превышающими иные характерные времена системы. Такая модель весьма по-
пулярна в теории броуновских моторов, поскольку позволяет описывать разнообразные теоретические 
и экспериментальные системы и характеризуется набором нетривиальных свойств [3; 4; 11]. В прибли-
жении малых флуктуаций потенциальной энергии ( ,b w x( ) =1  где b = ( )−k TB

1
,  kB – постоянная Больц-

мана, T – абсолютная температура) общее выражение для средней скорости движения рассматриваемо-
го броуновского мотора может быть представлено следующим образом (см. формулу (35) в [3]):
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Здесь t – период дихотомного процесса, связанный в случае стохастического процесса с его обратным 
временем корреляции G соотношением t = 4

G
. В адиабатическом приближении период t предполагается 

достаточно большим по сравнению с характерным временем диффузии tD
L
D

=
2

 на периоде L (D – ко-
эффициент диффузии), в силу чего можно считать, что функция распределения координаты броу-
новской частицы близка к равновесной больцмановской функции распределения r− ( )x . Приближение 
малых флуктуаций обосновано для описания рэтчет-систем, в которых возмущение имеет искусствен-
ную природу и мало в сравнении со взаимодействием частицы с подложкой (треком) u x( ).  Примерами 
потребителей этого приближения могут выступать частицы, движущиеся в растворах, вихри в сверх-
проводниках и пр. (см. цитируемые в обзоре [3] работы [77–82]). Управляющим сигналом при этом мо-
гут служить пространственно-гармонические возмущения с различными временными зависимостями. 
Большие величины возмущений предполагаются обычно при описании молекулярных рэтчетов био-
логической природы. 

В выражении (1) при выбранной форме возмущающего сигнала величина j u x( ){ } является функцио-
налом стационарного потенциального профиля u x( ). Покажем справедливость следующего равенства:

 j j− ( ){ } = − ( ){ }u x u x ,  (2)

утверждающего, что j u x( ){ } – нечетный функционал u x( ). Для этого заменим порядок следования 

интегралов в выражении для j u x( ){ } в (1) и воспользуемся тождеством dxR x u x
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Отметим, что доказанное посредством (3) свойство симметрии (2) демонстрирует частный случай 
более общего свойства нечетности функционала средней скорости так называемых адиабатически 
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быст рых броуновских моторов (к которым относятся и рассматриваемые моторы с чисто дихотомным 
изменением потенциальной энергии со временем) по стационарной компоненте потенциала, доказан-
ного в работе [11] без использования приближения малых флуктуаций.

Выделим далее симметричную (s-тип) и антисимметричную (a-тип) составляющие функции 
R x u x; :( )( )

R x u x R x u x R x u xs a± ( )( ) = ( )( ) ± ( )( ); ; ; .

Тогда путем разбиения двукратного интеграла на два интеграла, в каждом из которых внешнее инте-
грирование выполнено по половине периода, можно получить следующее представление для функцио-
нала j u x( ){ } (удовлетворяющее, как и должно быть, свойству (2)):

 j j ju x u x u xsa sa( ){ } = ( ){ } − − ( ){ } 2 ,  (4)

где введен вспомогательный функционал

 jsa s

L

a

x

u x dxR x u x dyR y u y( ){ } = ( )( ) − ( )( )∫ ∫; ; .

/

0

2

0

 (5)

Далее будем считать, что стационарный профиль u x( ) описывается произвольной симметричной перио-
дической функцией ( ).u x x u x xs s−( ) = − −( )  Если выбрать начало координат, совпадающее с положением ее 
оси симметрии xs, то функция u x( )  станет четной, u x u x−( ) = ( ). Тогда симметричная и антисимметричная 
составляющие функции R x u x; ( )( ) будут определяться посредством симметричной w xs ( ) и антисиммет-
ричной w xa ( ) составляющих функции возмущения w x( ) соответственно ( ):w x w x w xs a±( ) = ( ) ± ( )

 R x u x x w x dz z w z R x u xs s s
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(( ) = ( ) ( )−r x w xa .  (6)

Соотношения (4) – (6) позволяют рассчитать среднюю скорость рассматриваемого броуновского мо-
тора (1) наиболее эффективным способом, с учетом свойств симметрии определяющих функций.

Ступенчатый потенциал,  
возмущаемый гармоническим сигналом

Кусочно-линейные формы потенциальных профилей играют особую роль в теории и эксперимен-
тальной реализации рэтчет-систем. Это обусловлено как возможностью получения аналитических ре-
шений для таких профилей, так и сравнительной простотой их реализации (подробнее см. введение 
в [12]). В одной из классических работ Р. Д. Астумяна [13] была предложена типичная реализация та-
кого потенциала в схеме молекулярного насоса для сепарации частиц, в котором заряженные частицы 
двигались в электрическом поле электродов чередующихся полярностей и расстояний между ними 
(см. также [14] и экспериментальную реализацию данной геометрии в диэлектрофоретическом рэтчете 
в работе [15]). Потенциальный рельеф в рассматриваемом случае называется пилообразным (рис. 1, а). 
Ступенчатый потенциальный профиль может возникнуть как модификация данной схемы при чередо-
вании уже пар электродов (одинаковых полярностей внутри пары, отличных от полярностей соседней 
пары) (см. рис. 1, б ). При стремлении расстояний между электродами с разной полярностью к нулю 
потенциальный профиль стремится к строго ступенчатой форме.

Рис. 1. Схематическое изображение последовательности электродов,  
служащих источником кусочно-линейных потенциалов:  

а – пилообразного; б – ступенчатого
Fig. 1. Schematic representation of a sequence of electrodes as a source  

of piecewise linear potentials: a – sawtooth; b – stepwise
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Таким образом, определив в (6) функцию u x( ) как симметричную периодическую, выберем в ка-
честве стационарной составляющей потенциальной энергии наночастицы ступенчатый потенциаль-
ный профиль u x( ) (рис. 2), задаваемый на периоде его изменения как

 
u x

u x l

l x L

u x u x u x L u x

( ) =
< <

< <










−( ) = ( ) +( ) = ( )

0 0
2

0
2 2

, ,

, ,

, .

 (7)

Тогда фигурирующие в (1) функции r± ( )x ,  являющиеся равновесными функциями распределения 
в потенциалах mu x( ),  запишутся в виде
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Отметим, что ступенчатый потенциал также позволяет простейшим образом ввести в рассмотрение 
энергетические барьеры u0, конкуренция значений которых с тепловой энергией определяет многие 
свойства рэтчетов. Влияние тонкой структуры потенциального профиля, отличного от описываемого 
кусочно-линейными функциями, методик и сложностей численных расчетов в более реалистичных мо-
делях обсуждалось в работах [3–5; 16 –18].

В продолжение развития моделей из работ [5; 6] в качестве формы возмущения – функции w x( ) – 
выберем пространственно-гармонический сигнал (см. также [10] как обоснование выбора), характери-
зуемый фазовым сдвигом l0:

 w x w x
L

( ) = −











0 0
2cos .π l  (9)

Одна из реализаций возмущения формы (9) – использование интерференции лазерных пучков, кото-
рые создают пространственно-периодический потенциал, широко применяемый в броуновских рэтчетах 
на оптических решетках [19; 20]. Добавление в (9) более высоких гармоник порождает сложные модели 
(решаемые численно) с флуктуирующим потенциальным профилем с двумя и более ямами, позволяющие 
описывать такие эффекты, как, например, температурное обращение направления движения рэтчета [17]. 
Однако эти эффекты более выражены все же вне приближения малых флуктуаций потенциальной энер-
гии, когда изменение формы профиля при переключении состояний более существенно. 

Рис. 2. Ступенчатый потенциальный профиль u x( ), возмущаемый  
дихотомными пространственно-гармоническими флуктуациями w x( )

Fig. 2. The stepwise potential profile u x( ) perturbed  
by dichotomous spatially harmonic fluctuations w x( )
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Итак, симметричная w xs ( ) и антисимметричная w xa ( ) составляющие функции w x( ) запишутся в виде

 w x w x
L

w x w x
Ls a( ) = ( ) ( ) = ( )0 0 0 02

2
2

2
cos cos , sin sin .πl π πl π  (10)

Взятие интегралов в соотношениях (5) и (6) с подстановкой (8), (10) и упрощение полученных вы-
ражений приводят к следующему результату:
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16
1 20
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sin


.  (11)

Функционал jsa u x( ){ } здесь характеризуется зависимостями от высоты ступенчатого потенциала u0 
и амплитуды гармонического сигнала w0. Также он определяется фазовым сдвигом l0 и параметром 
l = l

L
,  характеризующим относительную ширину «ступеньки» ступенчатого потенциала. Выражение 

для входящего в формулу (4) функционала jsa u x− ( ){ } для данной модели получается из (11) замена-
ми u0 на – u0 (и, соответственно, Z± на Z

m 

). В силу этого первое слагаемое в (11) не дает вклада в раз-
ность j jsa sau x u x( ){ } − − ( ){ }. Кроме того, имеет место тождество

 L e
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L e
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u
u

u ub b b

l l b
0 01 1 2

1 4 1
2
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2 0

− − − =
+ −( )+

−

−

sinh

sinh

.  (12)

Второе слагаемое в (11) при учете тождества (12) приведет к следующему окончательному выраже-
нию для средней скорости движения рассматриваемого адиабатического броуновского мотора:

 v v v=
( ) ( ) ( )
+ −( )


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0

0 0

2 0
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2 4

1 4 1
2
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== ( )L w

π t
b

2 0

2
.  (13)

Аналитическое представление скорости броуновского мотора (13) является основным результатом 
данной статьи и будет анализироваться в следующем разделе.

Обсуждение результатов и выводы
Начнем с анализа свойств симметрии, следующих из структуры функции (13). Одна из двух осей 

симметрии ступенчатого потенциала проходит через начало координат. Ось симметрии возмущающего 
гармонического сигнала (9) имеет координату Ll0. Сомножитель sin 4

0
πl( ) в выражении (13) обращает 

последнее в нуль при l0 = 0 и l0
1

2
= , т. е. когда оси симметрии функций u x( ) и w x( ) совпадают или 

сдвинуты на полпериода. Средняя скорость движения также обращается в нуль (рэтчет-эффект отсут-

ствует), если «ступеньки» отстоят друг от друга на расстояние, равное их ширине: l = =l
L

1

2
. В этом 

случае функция u x( ), кроме того, что она относится к классу симметричных функций, становится 

также сдвигово-симметричной, u x L u x+





= − ( )
2

. Поскольку такому же свойству удовлетворяет функ-

ция w x( ) координатной зависимости возмущения, то полная потенциальная энергия рэтчет-частицы, 
испытывающая дихотомные флуктуации во времени U x t u x w x, ,( ) = ( ) ± ( )  характеризуется простран-
ственной сдвиговой симметрией и принадлежит к суперсимметричным пространственно-временным 
зависимостям, для которых рэтчет-эффект отсутствует [8]. Случаи l = 0 и l = 1 означают отсутствие 
ступенчатого потенциала, что при учете свойства симметрии (2) с u x( ) = 0  также означает и отсут-
ст вие рэтчет-эффекта. Аналогичный результат следует из выражения (13) ввиду обращения в нуль 
фактора sin .2πl( )  Все перечисленные здесь выводы находятся в соответствии с общими результатами 
работы [10].
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Направление движения рассматриваемого броуновского мотора определяется значениями парамет-
ров l и l0. На рис. 3 показаны области значений этих величин, при которых броуновский мотор дви-
жется направо или налево. Горизонтальные и вертикальные разделяющие линии соответствуют об-
ращению скорости в нуль, т. е. отображают возникновение так называемых точек остановки мотора. 
Положения точек остановки следуют из отмеченных выше свойств симметрии и являются важными 
характеристиками функционирования броуновского мотора. Важно подчеркнуть, что для определения 
точек остановки представленная здесь аналитически решаемая модель имеет большие преимущества 
перед соответствующими численными процедурами, которые для рэтчетов, имеющих скачкообразное 
поведение в пространственных зависимостях потенциальных профилей, вызывают значительные за-
труднения в их реализации.

Скорость (13) является нечетной функцией параметра u0, что есть следствие нечетности функционала 
j u x( ){ } по u x( ) (соотношение (2)). Пропорциональность выражения (13) фактору bw

0

2( )  отражает тот 
факт, что оно получено в приближении малых флуктуаций bw0 = 1. Если же дополнительно использо-
вать и высокотемпературное приближение bu0 = 1, то соотношение (13) принимает простой вид:

 v = ( ) ( )L u w
π t

b πl πl
2

3

0 0

2

0
2 4sin sin .  (14)

Отметим, что формула (14) также следует из полученного в работе [5] высокотемпературного со-
отношения (39), если в нем использовать выражение u u

2

1

0
2 2= ( ) ( )−π πlsin  для второй гармоники 

стационарной компоненты потенциала (здесь – ступенчатой функции (7)) и выражение Ψ2

2= −π
t
t
D , 

следующее из формулы (52) той же работы в адиабатическом приближении t
t
D
= 1. Приведенные со-

поставления свидетельствуют о достоверности полученного результата (13).
Средняя скорость рассматриваемого броуновского мотора является немонотонной функцией высо-

ты u0 потенциального барьера ступенчатого потенциала u x( ) (рис. 4). По мере уменьшения значений 

относительных ширин «ступеньки» l от 1
2

 до 0 максимумы зависимостей v
v0

 от u0 сначала возрастают, 

причем возникая при близких значениях u0, а затем стремятся к величине 0,785 ( ),l0
1

8
=  сдвигаясь при 

этом вправо, т. е. соответствуя все большим значениям u0.
Чтобы объяснить наблюдаемое поведение средней скорости мотора v

v0
, найдем асимптотику вы-

ражения (13) при bu0 ? 1 и l = 1. В области справедливости данных неравенств sinh sin exp ,b πl πl bu u0 02( ) ( ) ≈ ( ) 

sinh sin exp ,b πl πl bu u0 02( ) ( ) ≈ ( )  4 1
2

2 0
0l l

b
l b−( ) ≈ ( )sinh exp .

u
u  Тогда, вводя новую переменную a l b= ( )exp ,u0  получаем

 v
v
0

2 0

1

4=
+( )

( )π a
a

πlsin .  (15)

Рис. 3. Области значений параметров l и l0,  
соответствующие движению броуновского мотора направо  

(знак +, серый фон) и налево (знак –, белый фон)
Fig. 3. Ranges of l and l0 values  

which correspond to the rightward (+ sign, grey colour)  
and leftward (– sign, white colour) motion of the Brownian motor
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Максимальное значение средней скорости (15) равно π πl
4

4
0

sin ( ) (см. пунктирную линию на рис. 3) 

и соответствует a = 1, т. е. достигается при амплитудах стационарной части потенциала 
u
k TB
0 = − ln .l  

Описанное асимптотическое (логарифмическое) поведение объясняет наблюдаемые на рис. 4 сдвиги 
максимумов в области значений параметров мотора bu0 ? 1 и l = 1. Отметим, что введенный здесь 
параметр a имеет смысл «мощности» бесконечно высокого и бесконечно узкого, так называемого син-
гулярного, потенциального барьера. Такая величина вводилась в работах [21–23].

Заключение
Рассмотренная модель адиабатического броуновского мотора, функционирующего за счет малых 

дихотомных пространственно-гармонических флуктуаций ступенчатого потенциала, позволила полу-
чить аналитическое выражение для средней скорости движения мотора. С помощью этого результата 
удалось исследовать свойства симметрии модели, области значений параметров, определяющих направ-
ление движения мотора, и немонотонный характер зависимости средней скорости от высоты ступенчато-
го потенциала. Показано, что в случае бесконечно высокого и бесконечно узкого ступенчатого потенциа-
ла (сингулярного потенциального барьера) средняя скорость немонотонно зависит от «мощности» этого 
барье ра (произведения ширины барьера на экспоненту отношения его высоты к тепловой энергии). 
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