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НЕЛИНЕЙНАЯ ЗАДАЧА СОПРЯЖЕНИЯ 
ДЛЯ ГОЛОМОРФНОГО ВЕКТОРА 

В ПЛОСКОСТИ С ДВУМЯ РАЗРЕЗАМИВ расширенной комплексной плоскости С  возьмем четыре точки, при­надлежащие вещественной оси: — оо <; <  Oj <  «з <; а 4 <  °о. Обозначим:Li =  [aj, Оо], L , =  [«3. «4]. ^ =  ^iU^2. D =  C \ L ,  В о  — класс вектор- функций (cpi(2), ср, (г)), где cpi(z), 93(2) — аналитические и ограниченные 
Б D  функции; — подкласс вектор-функций из В о  таких, чтоср; (г) имеет Ш; нулей, В о ’ °̂  — подкласс вектор-функций из необращающихся в 0; В — класс вектор-функций, аналитических в D и ог­раниченных во всякой замкнутой области, не содержащей точек а,,, s ==  1 , 2 , 3 , 4 ; В — подкласс вектор-функций из В, удовлетворяющих в ок­рестностях точек щ, 5 = 1 ,  2 , 3 , 4 , условиюsup Re ср; (2) <  С; <  оо, г =  1 , 2 . ( 1)Рассмотрим задачу: найти аналитический вектор (94(2), 92(2)) из Bd '''”'"\ предельные значения которого удовлетворяют краевым условиям;ф7  (t) Ц>7 (t) =  /1 {t) ,  9^ (0 фГ (0 =  /2 (0> t е  L, (2)где fo{t) — гельдеровские функции, не обращающиеся в О на L. Не­линейная задача сопряжения Q ) + { t ) ( i > ~ { t ) = G ( t )  для контура L  в плоско­сти исследовалась в [1—5 ], для контура на компактной римановой по­верхности — в [6]. Впервые задача (2 ) для голоморфного вектора рас­смотрена в [7].1. Исследуем задачу (2 ) в В д ’ Пусть L '  =  [а ,̂ аз]. Тогда в
C \ L \ J L '  вектор (11)4(2), Ф2 (2)) =  (In Ф4 (2), 1пф2(2)) однозначен. Введем вспомогательные функции /̂ 4 (2) = -g -(Ф4 (2) — Ф2(г)), Вз (г)=-^(Ф4(2)-ф Вектор (B^(2), F ^ i z ) )  является решением задачи
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где G{t)

~ / в г ( 0 \ ~
fl(.t) ̂ \ 'п /4(0-/2 {t),

(3)I /1п t ^ L ,2̂/г. /̂4 h ni— Z .Нетрудно показать, что Fo{z) должна удовлетворять условию (1), а В4 (2) — неравенству — оо <  <  Re (г) <  Рз <  Pi, Рг G  R-Решая (З), пoлyчae. r̂, что В4 (2) определяется формулой
J—  Г 1п __ ‘И__ _Ь. ~  2̂ jj., z — с е  С 14)4.Щ ■; hi t )  t — z ‘ 2 г - « 2  ' ’FA^)Из свойств интеграла типа Коши [8, с. 91] следует, что для того, чтобы Bi(2) удовлетворяла указанному неравенству, необходимо и достаточно выполнение З'словий:arg/4( a j  = a r g / 3( a j ,  s = l ,  4; arg/1 (а,) — arg/3 ( a j  =  я (/г̂  — /г.,),5 =  2, 3. (5)Используя результаты [4], получаем, что задача (3) для Во (2) разреши­ма тогда и только тогда, когда выполняется условие[4];
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arg /1 (1) ■ /2 (О
R{t)

dt =  0.Здесь
=  IT(z — a;), R { z ) > 0  при 2> a 4,/-1

( 6 )

( 7 )Будем считать, что условие (6) выполнено. Тогда решением задачи сопря­жения в В будет функция [4]:
F ,  (2) =  R ,  (2) Г 1 f i n / п о /2 О) dt4л1 4 (0 t - z«3I k\ +  ^2 Г 1 dt , ^ ( 2)' 2 .1 /?] (0 t ~ z  _ 0*2 1 7?(г) ’ (8)где

Р{г)
П  (2 - Я ,) - П ( 2 -а,),А=1 s= 2  ^Ро(2 — Pi) (г — ро), ki -f- 2̂ _Р_

Я
( 9 )

^1 “ГК у P i S l O i ,  а , ] ,  Я,, Р 2 е [ а з ,  a j ] ,  Яд е  [U j, схэ[ при -Ш-ГЦЦЦ >  —  ̂Я з е ] ~ о о , a j  при — Р о < 0  придены обозначения:
Р_
я ’ и вве-

R , ( z ) =  , ; ; .( г ) > 0  при г > а , .  (10)

4 ш  3 ; ? ( о  ^  J ( И )'(0i?(2) определяется формулой (7). Итак, получили
Утверждение I.  Задача (2) разрешима в В  тогда и только тогда, ког­да выполняются условия (5), (6). Решение (2) в это.м случае имеет вид:

ку—кг( 9 l ( 2 ) ,  ф . , ( 2 ) )  = exp Л̂l ■> h  (t) dt4л1 J  /2(0  t - z

Ri  {z) 1 _  Г In f i  (t) /2 (0 dt ^  k,-\-k.y 1 n /.Ч t —  z '  2 «3
dt4лг ^ p) 1̂ (0 i — z

P{z)
R ( z )

z — a ,г —a. ky—kz 
2~

■ exp
Г I Г In /1 (0 /2(0  dt  , “ • 1 dt , Я(г)[ 4лг 3 (0 ' t —  z ‘ 2 R i ( t )  t  —  z ' i?(2)где y?i(2) определяется формулой (10), R (z) — (9), R {z) — (7).2. Рассмотрим задачу (2) в B d '''"''^- Пусть cp; (г) имеет нули в точках 

z =  Z j i ^ o o ,  / =  1, 2, ... , /П;, t =  l ,  2 (2̂ ; могут совпадать). Применим схему работы [4]. Построим вектор (фф (2), ф., (г)) е  Вд"*’ такой, чтобы выполнялось условие Фг (2)/ф/(2) 0, i = l ,  2, в D.  (Функции фх (2),Фа (г) строятся неоднозначно). Их можно взять в виде [4]: ф; (z) =  
"Ч=  X ; (2) П  (2 — 2̂ г), 1 =  1, 2, где [9]/=1
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X , (г) I(г — а,)'";7 гп: , ч , г — а ,------ -----(г — а,) In -------- ^а , — г — «1 1, 2, ( 12)II ветви логарифма выбираются из условия Игл I n ^  =  0. Отсюда сле-2-)-̂  ^дует, что функции ф; (г) =  ф;(г)/ф,-(г), t =  1, 2, не обращаются в 0 в D и удовлетворяют краевым условиям:Ф1 (t) Ф2 (/) =  /i (/), Ф2' (t) Ф1 (/) =  /о (/), t е  L, (13)где /i {t) A S O ____7 (Л - _________/2 10 ,1,— , , t ^  L.4Т (О'1’7(0' ' ■ " '  'Р1(0^2(0Задача (13) в решена выше. Необходимыми и достаточными усло­виями ее разрешимости являются:Г arg /i (/) /а (/) П1 Ш (14)
arg/i(as)= arg/.2( a j ,  s = l,4 ;  arg/^ ( a j —arg/., (а,) =  л (*i—/г.,), s= 2 ,3 . (15)Из [4] следует, что подходящим выбором точек Zji, ( =  1, 2, / = 1 , 2, . . . . . . ,  mi-j-wiE всегда можно добиться выполнения условия (14). Условие (15) эквивалентно условию (5). Из вышесказанного следует

Утверждение 2. Задача (2) разрешима в тогда и только тог­да, когда выполняется условие (5), и ее решением является вектор:
mi ni2(Ф1(г), ф2(г)) = (ф1(2)Х1(2) П(2 —Zj-J, ф.2(2)Хо (2)П(2 —2;.,)), где

/=1 /=1(Ф1(г), ф., (г)) — решение задачи (13) в В о ' ° \  X ,-(2), i =  1, 2, определя­ется формулой (12).3. Рассмотри.м задачуk “4 0 |  =  /i(0 , |ф“ (0 | =  /2(0 . t ^ L ,  (16)где /2(0 — действительно-значные гельдеровские, не обращающие­ся в О функции на L.  Используя результаты п. 1, получаем
Утверждение 3. Задача (16) в классе ограниченных, не имеющих в D  нулей функций, разрешима. Ее решение имеет вид:Ф(2 ) =  ехр (— ln-(i^^ -̂---- —  '\ 2л( .1 /2 (/) t —  z

R\ (г) Г ln/i(,2л; (О /2 (О (О dt
t — z Р{г) 

Я  (2)
ш ,где а е Д ,  Р {z) определяется из формулы (9), R{z)  — (7), /̂ 1(2) — (10).Для получения решения задачи (16) в классе функций, имеющих нули в D,  необходимо применить методику п. 2.
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