
Предложенная в данной статье математическая модель и алгоритм 
применимы при синтаксическом анализе проективных и слабо проектив­
ных предложений, характерных для научной и деловой прозы.
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УДК 519.8

X. Д. ШУИ Г АРОВ
ОБ ЭФФЕКТИВНОСТИ ОДНОГО АЛГОРИТМА 

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ПОКРЫТИЯ ГРАФА ЗВЕЗДАМИ

Ранее рассматривалась трехкритернальная задача покрытия взве­
шенного полного графа звездами и был предложен точный алгоритм ее 
решения [1]. В данной работе исследуется двухкритериальная задача по­
крытия произвольного взвешенного графа звездами, которая состоит 
в следующем: задан /г-вершиниый неориентированный граф G={V,  Е), 
каждое ребро e = { i , j )  которого взвешено числом w{e)=aij ,  а ц ^  
е{1 , 2, . . . ,  R}. Напомним, что Л-звездой называется полный двудоль­
ный граф Пусть Wn={h : h^Nn} ,  п кратно /г, где А „={1, 2, . .
. . . , п}.

Покрытием графа G={V,  Е) Л-звездами (/г-покрытием) будем на­
зывать его остовный подграф x = ( V ,  Ex), Ех^Е,  каждая компонента 
связности которого представляет собой /г-звезду, h ^ W n  [1].

На множестве X = {х} всевозможных /i-покрытий, h е  W„, зададим 
векторную целевую функцию ВЦФ (х) =  (/̂  ̂(х), Е2 (х)), частные кри­
терии которой ( х ) min, k =  2, имеют вид; f  j (х) = -----11 I лг I

е^Ех
Ег{х)=\х\ ,  где |х | — число звезд в покрытии х. Те.м самым критерий 
T'l {х) — удельный вес покрытия х. ВЦФ F (х) определяет на X  паретов-
ское множество XGEX или множество эффективных альтернатив [2, 3].
Задача состоит в построении алгоритма нахождения так называемого пол­
ного множества альтернатив (ПМА). ПМА определяется как такое ми­
нимальное по мощности подмножество Х^Е^Х,  что Е{Х°)=Е{Х) ,  где 

=  {f (х) : х е Х Ц ,  [4].
Среди возможных подходов к решению этой задачи наиболее естест- 

венны.м представляется использование локальных алгоритмов и про­
цедур [5].

В настоящей работе найдены ограничения на параметры задачи, при 
которых мощность ПМА почти всегда равна единице. При этих усло­
виях разработан статистически эффективный алгоритм построения та­
кого ПМА, который состоит в следующем.

А лгоритм  а  начинает свою  р а б о т у  с р азби ен и я  графа G на у  подгра-
п
Т

N 1 1 1 / 1 1 ,и определяется мощность | К* | =  vn для

фов Ĝ  = (V^, Е^), k = \ ,  у, затем вычисляется число N — —  звезд в

покрытии X, величина v ^

/г =  1, I и I I =  ("V -г 1) Я для k = I X  1. У> где / =  (v -г 1) у — N.
Алгоритм а состоит из этапов и а,. Этап состоит из у подэта­

пов иь /г= 1, у. Для k = \ ,  l { k = l - r \ ,  у) подэтап состоит из
•V (V 1) шагов S =  {1, . . . , v} (s <= {1, . . . , v 1)). Результатом шага s 
является г-звезда, покрывающая вершины множества V Каждый из таких
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шагов s состоит из г подшагов, перенумерованных числами t = \ , . ■ ■ , г. 
Первый подшаг шага s состоит в фиксировании непокрытой на предыду­
щих шагах вершины г'о G  1̂ *. которая является центром очередной г-звезды, 
r<ih.  На каждом следующем подшаге t ^ 2  шага s выбирается ребро 
{г'о, it) такое, что а,у =  mina,-j, где Vt — множество вершин / е  Н*. не

покрытых звездами к началу подшага t шага s. Этап а, состоит из под­
этапов 02, /г =  1, у. Для /г= 1, 1, у) подэтап а\ состоит из
m = h  — г шагов, перенумерованных числами т =  1, . . .  , т .

Пусть Vji — множество вершин, не покрытых г-звездами на подэтапе 
Оь причем — множество центров этих звезд.

Каждый подэтап /г= 1, 1, у) начинается с разбиения
множества V в порядке возрастания номеров вершин на т подмножеств
Vk,x, 1, . . .  , т, так, что | К*, х | =  v/г ( | К*, т | =  (м--- 1)/г). Затем стро­
ится последовательность двудольных подграфов G*.т, т =  1, . . .  , т, графа
G, где для /е= 1, / ( ^ =  / 1 ,  y)Ga, т = ( Л ,  Vfc+i.t, Д*, т) nG;, т = ( / , ,
V\,i, El, г) (Gy,x = Ey,t)), x =  1, . . .  , m. В каждом таком под­
графе Gk, X его множество ребер Ek. х определяется на основе понятия 
«подграф графа G» и соответствующей парой долей этого двудольного под­
графа. Шаг те={1, . . .  , т\ начинается с того, что в множестве ребер
Ek. X для каждой вершины i е  Vk, х отмечаем все инцидентные ей ребра 
(i, D^ Ek . x ,  имеющие минимальный вес. Множество всех таких по.мечен- 
ных ребер обозначим через Ek.x и рассмотрим реберно-порожденный под­
граф Gk,x=(Vk.x, Jk-\, Ek.x), m, двудольного 2\--вершпнного
{{2v г 2) — вершинного) графа Gk.x- Далее к двудольному графу Gk.x при­
меняем алгоритм Хопкрофта — Карпа [6], который в Gk.x строит макси­
мальное паросочетание. По окончанию шага т е | 1 ,  . . .  , т\ каждое из 
помеченных ребер (/, j ) ( ^Ek х присоединяется к инцидентному е.му цент­
ру соответствующей г-звезды. По завершению шага т этапа алгорит.м 
а заканчивает свою работу.

Представленное описание алгоритма а дано для случая / у — 1. В 
случае I = у — 1 алгоритм а отличается от представленного выше следу­
ющим. Перед началом подэтапа ау из подграфа Gy вычленятся h — г вер­
шин, которые не участвуют в работе алгоритма а вплоть до подэтапа 
а |. Эти h — г вершин присоединяются к множеству непокрытых вершин 
подграфа Gj. При этом в оставшемся подграфе графа Ĝ  на этапе aj 
строится V 1 /'-звезд, а на подэтапе а | — последовательность двудоль­

ных подграфов G y . x  =  { J y ,  V i . x ,  E k . x ) ,  где | К , ,  ^  I =  U v  I = ' г  U  
T =  1, . . .  , m.

Теперь рассмотрим вероятностный /г-вершинный граф G„, в котором 
всякое ребро (/, /) веса = v, v ^ j l  R], появляется с вероятно­
стью р\.. Тем самым, если р„ — вероятность непоявления ребра (/, /), то 
R R
' ^ P v =  1- Пусть^ =  Ро-г ' ^Рх,  тогда q= \ ^  Pi-
VO v=2

Звезду, каждое ребро которой имеет единичный вес, будем называть 
особой.

Лемма 1. Если =  {/г: /г кратно /г, 2 < /г ]//;/1п/г j, Pi ^
>2у1^ (/г1п1п/г)//г, 2 <  у ■< | я , то вероятность 1 — б„, где б„^0
/гри /г оо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через вероятность того, что в
результате работы этапа алгоритма а построены только особые г-звезды.
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а через — вероятность того, что случайно выбранная на подшаге t 
шага S этапа вершина инцидентна t ребрам веса 1. Тогда имеем:

V-T 1 г— 2

s=  I S=1

J  J - tp\p  = (П рГ-” ) (П  яГ“ ‘’ =  1 я Г  =  ( ^ ) P\q'‘k

где Pi q= n\ n
V

r—2
/>r =  ( n ( i - 2

S=1 /=0

=̂0
(s— 1)/'. Таким образом, получаем

v-l ,  г—2))'(п( | - 2
s=  1 =̂0

Теперь можно показать, что Р„ ' ^  1— б„, где б „ 0 при п - ^ о о .  

Действительно, с учетом условий леммы 1 и соотношения /Р. =

— (s— f = [h/2], можно продолжить:

P n ’ X  1 - "  ((4-M )P i -(^ -2 ))2

V—1
Г —  2

s =  i ((4-M )Pi-(r-2V )2
V-/

>

^  , 'У d( (4 | +l )pi - ( r - 2 ) )с Д г и ! » _ L ' T .
- { r - 2 ) f  ) \  P i  J

>  1 —

d{{nl -Г I)Pi — — 2 )) \ v - i  

( (4+>)Pi - (^-2) )^ >

\т-г

/
> /  1

I \V

>

n
47

>  1
h In In n -  n у /  ll In In я

1
r jPi—rpi j

при n oo. Лемма 1 доказана.
Лемма 2. Если 7F„ = {h\n  кратно h, 2 <  /г <  ]//г/ln  n},

>  2y V{h In In n)/n, 2 <  Y <  V n . to вероятность P2"’>  1 — 6,,. где 6„->-oo 
при n^oo.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через вероятность того, что в 
результате работы этапа a.j алгоритма а построены только особые /г-звез-
ды, а через Р1 {Р- ■вероятность того, что на каждом подэтапе «2, 
/е= 1, l { k ~ l - \ - \ ,  y) построено v(v Д 1) особых Л-звезд.

Согласно конструкции алгоритма а, на каждом подэтапе а*, /г =  1, / 
(/г =  / Н- 1, y) решается т задач размерности v X v ((v Д 1) X (v -р 1)). 
Принимая во внимание результат работы [7], для вероятности X ’ будет 
справедлива оценка:

р 1Р= {Pl^^Y{Py-iy-‘ > ( l - v { v - \ -  l ) e x p { - 9 (n)lnv})-' X 
X (1 — (v X 1) (^ +  2) exp { — ф (n) In (v -j-

где Ф (и) =  2 In (fty In n)
In V

V =
N N =  —, iV .

Используя условия леммы 2 и неравенства (1 — ,v)“ ^  1 — их, \/х,  
оценку для продолжим следующим образом:

X 1 — V (V 1) ехр {— ф («) In v})"'v 1 — exp {2 In V —

_  2̂ ^  " j In V — In {my)} >  1 — exp {— In In n X In /i —

— In Y 7  In Y -f- In {h/2)} =  1 — exp {— In In n — In 2} 1
при n-> oo. Лемма 2 доказана.

Обозначим через A,i, r множество всех п-вершинных графов с ребрами,
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взвешенными числами {1, , R}. Будем считать, что появление каж­
дого графа из Ап.к равновероятно. Это эквивалентно тому, что вероят­
ность Pv появления ребра с весом vge{1, . . .  , R} в любом графе О^Ап.к  
равна (R 1)

Пусть Л®, R — множество всех графов из Ло б л а д а ющи х  свойством 
Будем говорить, что почти все графы из Ап,к обладают свойством |,  если 
существует такая монотонная функция ф («)-> оо при п ^ о о ,  что спра­
ведливо соотношение: \ \ т \ А \ ц \ / \ А п , а \ =  Отсюда и из
лемм 1, 2 вытекает

Теорема. Если {h : п кратно /г. 2< /г< 1 /л /1пн } , ho = max h,

- 1,
TF„
из

2 <  Y V n> TO для почти всех графов G е  An, r,
ф  0}  алгоритм а строит йо-покрытие, опти­
критериев Fi{x), Рз(х), т.е. | Х° | =  1.

касающийся сложности решения за-

2у У h In In п
п S  М, М = {« > 3 ,
мальное по каждому

Учитывая результат работы [6], 
дачи выделения максимального паросочетания в двудольном графе 0(]/н®), 
легко показать, что трудоемкость алгоритма а составляет О ('фц /̂Y/г /̂^) 
операций.
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УДК 519.10

А. Н. ИСАЧЕНКО. МУХИ БУЛЛ А АБДУЛЛА

ГРАНИ МНОГОГРАННИКА ЗАДАЧИ КВАДРАТИЧНОГО 
БУЛЕВОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Многогранник задачи квадратичного булевого программирования 
(КБП-многогранник) СН(М„) есть выпуклая оболочка в R̂ -Kn множест­
ва матриц:

М „ = { Х ^ { — \, 1}«Хя I Xij =  Xii-Xjj, i ф  /}.
Он был введен в рассмотрение в работе [1], где исследованы его основ­
ные свойства. В частности, показано, что vertCH (М„) =  Л1„, 
dimCH(Mn) = п (п + 1 )/2 , diamCH (уИ„) =  1, O nxn^relintCH(уИ„) .

В настоящей статье приводятся тривиальные справедливые неравен­
ства для СН(тИ„) и исследуются его гиперграни (собственные грани мак­
симальной размерности). Необходимые для понимания статьи определе­
ния и результаты из теории многогранников можно найти в [2, 3].

Пусть Л — (пХп)-матрица, с — (ц+1)-вектор, Ь — скаляр. Введем 
следующие обозначения:

I <i, i<n
{А, Ь) = {х^

F{A, 6) =  {xeCH(yW „)|

Gj =

2Kt, i<n
U i j  X i j  =  b
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