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УДК 519.283
М. А. МАТАЛЫЦКИИ

О РЕШЕНИИ ОДНОГО
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНОГО УРАВНЕНИЯ

При исследовании стохастических моделей вычислительных систем и 
сетей — марковских сетей массового обслуживания — используются 
уравнения, которые в общем виде можно записать следующим образом:

dP (k i) n r
^ ^ = - A ( f e ) P ( f e ,  0-1- 2  2  t), (1)

(,/-0 c,s= I
где k={kn,  kl2, •••,  klr, ^21. 1̂22, k2r, . . . .  kni, k,i2, knr), kic— ЧИС­
ЛО заявок типа с в t-й системе обслуживания; Л(^), Oicjs(^) — некоторые 
неотрицательные коэффициенты; lie — вектор, получающийся нз k, если 
в нем положить kic— l, а все остальные компоненты взять равными нулю; 
функция P{k, о представляет собой вероятность состояния k в момент 
времени t.

Для рещеиия уравнения (1) можно применить метод последователь­
ных приближений, совмещенный с методом рядов [1]. Настоящая работа 
является развитием идей работы [2], в которой рассматривались марков­
ские сети с одним типом заявок. При этом за начальное приближение бу­
дем брать стационарное распределение вероятностей состояний.

Пусть Рт{К t), т=0,  1, 2, . . . — приближение P{k, t) на m-й итера­
ции. Тогда, как следует нз (1),

d {ехр Щ т  Р {k, t)} =  exp [Л {k) J  2  0
i,l=0 c,s— 1

II поэтому
P,„+i {k, t) =  exp [— A(k) t] P{k, 0) +  exp [— A (k) t] X

X jexp [A (^) { 2  2  he — -̂ )} dx. (2)
0 i,i=0 c,s=l

3a начальное приближение возьмем Po{k, t) = V\mP{k, t) = P{k). Как
i-̂ oo

видно из уравнения (1), P{k) удовлетворяют соотношению

Фp{ihA{k)  =  2 2  ^ (3 )
1,1=0 c,s=l

поэтому
P^{k, t)r=exp[— A{k)t]P{k,  0 )-^ {1 — ехр[— A(fe)i]}P(^). (4)
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Для исследования свойств последовательных приближений нам по­
надобится следующая

Лемма 3. Если f (х)—  ̂А, тоЛ'̂  ж
t t
fexp [Л(/г)л'] \f{x) — A\dx/^exp [Л(^)л'] dx̂ —>0.
b 0

Теорема 1. \ /m:>0 Pm{k, Q) = P {k, 0), Pm{k, t ) ^ P W -

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первая часть теоремы следует из (2), дока­
жем второе утверждение. При т =  \ из (4) имеем Pi(k, t)—^P{k). Пред-
положим, что P„i-i{k, t)j-^P{k).  Из (2), (3) следует, что

\PJk,  t ) ^ P { k ) \ ^e x p [ - A{ k ) t ] P{ k ,  0) Д 2  2  [A)icjs{k)/A{k)] X
i , l = 0  c,s— 1 

t
X I exp [—Л(й)^] I’exp [Л(&)х] Pm-\{k~ I  и — I  ^ [A[l^x\ —

0

(5)
Очевидно, НПй>0, такое, что exp [— A{k)t] P{k, 0 )< exp  [—A(k)t] <  e/2 

Полагая в лемме P,n~\{k — he — hs< =  P{k-^-hc—hs) = ̂
t

и учитывая, что exp [— Л(/г) t\ <; {exp [Л(^) 1̂ — 1}~‘ =  11" exp [Л (&) x] d X
b

X [Л(^)а']|“ ' , из (5) MOHfflo показать, что \ / г>0АТ^,  такое, что

1./ = 0 c,s=l 
t

X [exp [Л(й)х] /г̂  — х) — Р { k ~  he — ^
о

Поэтому V 's> 0  AT = max{Uk, Tj )̂, что \P,n{k, t) — P( / e ) | <s  
что II требовалось доказать.

Теорема 2. Последовательность {Pm{k, t)} сходится при т-^со к реше­
нию уравнения (1).

Д о к а з а т е л ь с т в о  этой теоремы аналогично доказательству 
классической теоремы существования для дифференциальных уравнений
[4]. При этом в доказательстве существования предела последовательно­
сти ИтР„Дй, t) = P^{k, t) используются два соотношения:

т-̂ оо
т

г?) =  Ит(Ро(/г, /) —Pg_i(/j, 01 =
гп-̂ оо т̂ оо

^=1

=  Ро [k, t) ~ 2  [Р, {k, t) -  Ре,-х {k, 0]
q=  1 

И

\P,n{k, t) — Pm-\(.k, о  К  1)! V m > 0 ,
где Ф=(/г-р 1 )V̂  max Ф;,.̂ -з(/г), которое доказывается по индукции {\Pi{k, t)— 
— Po{k, о  так как Pi{k, t), Рд{к, t) — приближения для вероятности
P{k, f)) .

Если подставить Р^ {k, t) в (2) вместо 0  ч Pm+i {k, t), то ви­
дим, что P^{k,  t) является решением уравнения (1), удовлетворяющим 
начальным условиям P^{k, 0) =  Р(/%, 0), согласно теореме 1.
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Теорема 3. Для любого т ^ О

(6 )

причем этот ряд сходится при любом конечном /]>0, а его коэффициен­
ты удовлетворяют рекуррентным соотношениям.

Д о к а з а т е л ь с т в о  представления (6) следует при ш = 0  из соот­
ношения (4), если разложить в нем функцию ехр [—А(^)^] в ряд по сте­
пеням t, и далее по индукции нз соотношения (2). Ита”к, пусть (6) вы­
полняется. Тогда из (2) следует, что

ехр [— k{k) t \P{k,  0)
/=0 ** -  

п г
где (^) =  2  2

1=0

(',/=0 c,s=l

Bi (t) = exp
t

0 - i=l+l
последнее выражение получается путем интегрирования по частям. Та-

• A{k) t] ехр [Л {k) X] dx

грнров;
К И М  образом, меняя порядок суммирования, будем иметь: 

2 а т -ц / {k)t‘ =  ехр [— Л (fe) t] Р {k, 0)

/!
/=г-г1

[ - Л  (й) t] 
/!

1=0

1=0

7 = 1 i

=  ехр[-Л (^)^1 P { k , 0 ) ^  

[-Л(А)]'
2  — / Г -  2 " « - ®  -  2[Л(у^)]'+‘ ^  d1=0  ̂ -  1=0

/=0+ 21=1
Приравнивая коэффициенты при получаем

7-1
a^+u(k)= { I - А  (k)V/11} {P(k, 0) 2,^rnj{k) j l l~A{k)r ■/-1 }, / > 1 ,

/=о
ат+\о{Щ = Р{К 0), йог (^) = -Р (^) бго.

где бго — символ Кронекера.
В заключение отметим, что описанный метод легко применяется при 

исследовании различных марковских сетей массового обслуживания; 
с приоритетными заявками [3], с ограниченными очередями и блокиров­
ками, с ненадежными системами обслуживания, с ограниченными време­
нами ожидания в очередях и т. д. [5]. Полученные результаты позволяют 
проводить исследования любых марковских сетей, для которых известно 
стационарное распределение вероятностей состояний.

В качестве примера приведем некоторые данные об исследовании 
замкнутой марковской двухузловой сети, в которой обслуживаются /(i 
заявок первого типа, имеющих абсолютный приоритет, и Кг заявок вто­
рого типа (бесприоритетных). Обозначим через pij интенсивность об­
служивания заявок /-Г О  типа в г-й системе обслуживания сети, i, j — \, 2. 
При K i =\ ,  Кг— 2, ри=р21=Р'>2=1, Pi2=2 состояниями сети будут (0, 0, 
1,2), (0, 1, 1, 1), (1,0, 0,2),  (0,2, 1,0), (1, 1,0, 1), (1,2, 0,0).  Положим

[1, k =  (1, 2, о, 0)
P(7fe, 0 ) -  -  ^

о, /е=/=(1, 2, о, 0).
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с  помощью соотношений (2) на мини-ЭВМ СМ-1420 с точностью до 
10“  ̂ получены на 32-й итерации значения нестационарных вероятностей, 
состояний, при этом : \Рзг{к, t )—P3i{k, ^)|<0,001. Все вероятности 
P{k, i) достигли своих стационарных значений при t— Ъ, время счета при­
близительно 7 мин.
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УДК 519.1
А. Г. ТАРНОВСКИИ

ГРАДИЕНТНЫЕ АЛГОРИТМЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
БАЛАНСИРОВКИ ТУРБИНЫ

Построена серия из двух градиентных алгоритмов приближенного ре­
шения задачи балансировки турбины * и приведена оценка качества од­
ного из алгоритмов.

Задача формулируется следующим образом: необходимо расставить 
п грузов с заданными статическими моментами Mi в точках на перифе­
рии диска единичного радиуса, чтобы полученная в результате механи­
ческая система была как можно лучше сбалансирована. Задача сводится 
к минимизации па множестве S« всех перестановок из чисел 1, . . . ,  п 
следующей функции;

1=1 1=1
( 1)

где ф,- — угол между радиус-вектором к i-й точке и осью абсцисс в декар­
товой прямоугольной системе координат, центр которой совмещен с цен­
тром диска.

Эту задачу можно интерпретировать так: составить такую сумму п 
неколлинеарных единичных векторов, определенных на плоскости, с п за­
данными весовыми коэффициентами Mi, чтобы результирующий вектор 
имел минимальную длину.

Считаем, что грузы занумерованы в порядке невозрастания абсолют­
ных величин статических моментов Л4,-.

Для перестановки т =  (ть . . . , т„) введем обозначения:
2k 2k

f = / ( T i ,  ..., т,й) =
1=1 1=1

nr {l\l2k—\ — MokY',
ф * =  Ф ( т 2 * - 1 ,  Toft) =  2 y W 2 f e _ i M 2 f t ( c o s ( 9 T 2 ^ _ j  —  -T- 1 ) ;

2k~2
=  0  (Tj , . . . ,  T.oft) =  2 2  (^ 2 A -1  COS (ф г. —  +  М 2йСОЗ(фт.—

1=1
— ФГ2̂ ))- 0 ' =  0-

* Ю. г. с т о я н, В. 3. С о к о л о в с к и й .  Решение некоторых многоэкстремаль­
ных задач методом сужающихся окрестностей. Киев, 1980.
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