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УДК 518.61
ДИНЬ КУАНГ ТХАИ, П. И. МОНАСТЫРНЫИ, НГУЕН ФЫОНГ МАИ

О ПОНИЖЕНИИ ПОРЯДКА СИСТЕМ 
СЕТОЧНЫХ УРАВНЕНИЙ В АЛГОРИТМАХ 

МНОЖЕСТВЕННОЙ РАЗНОСТНОЙ ПРИСТРЕЛКИ 
И НЕКОТОРЫХ ИХ СВОЙСТВАХ

1. В теории метода сеток и в многочисленных его приложениях важ
ное место занимают вопросы разработки вычислительных алгоритмов 
для решения специальных сеточных граничных задач [1—3], в частности 
задач вида:

У/+1 ■+ CjYj +  ==Fj, / =  1, А -  1,

G„Ko -I- G,Y, =  io- H,Y,sj '̂r н Д м -i  =  Hn ,
( 1)

(2 )-(3 )

где Cj=-~ {Cij {̂j))Ty Bj=-- — известные матрицы и векторы;чЛ1

Gs =  (g-jA (s))i , Я з=  (/iife(s))i , S= 0 ,  l,go. 
/ =  о7л^-

заданные матрицы
и векторы; Y j ^ H ‘'\ / =  U, TV — векторы, подлежащие определению

Если никаких специальных и довольно частых ограничений на матри
цы Bj, Cj, Hs, Gs не накладывать, то для численного решения задачи (1) —
(3) нельзя будет применить практически ни одного эффективного алго
ритма [1, 3, 4], предпазиачеиного, например, для решения родственных 
задач в случае эллиптических разностных уравнений. Сеточная задача 
(1) — (3) представляет собой систему ЛАУ (линейные алгебраические 
уравнения) размерности r = M { N -\-\) и г во многих случаях может быть 
очень большим. Это обстоятельство, в частности, при численно.м решении 
систем ЛАУ может стать причиной переполнения разрядной сетки ЭВ.М, 
большого накопления погрешностей и т. д. Актуальна поэтому задача 
построения таких алгоритмов, в которых снижалась бы размерность си
стем ЛАУ и улучшались бы их свойства. Такие алгоритмы можно по
строить, используя идею множественной разностной пристрелки [5, 6, 7].

2. Пусть N = тр-Д 1, где число т определяет количество подынтегра- 
лов пристрелки, а число р — их длину [6]. Для многих задач, например, 
границы изменения 2 m <  10 являются типичными. Определим точки п
параметры пристрелки: / =  0,1; р, р-+-1, ...; тр, тр п Уо- Ур,
Ур-уь ...; У„,р; Y,np^\- Возьмем в качестве начальных значений параметров
пристрелки Уо°\ У1°’; ...; Yml, Утр+i н найдем решения разностных задач 
Коши на подынтервалах пристрелки [(/— 1)р, ( / — 1)р-~ 1; /р, /р -1], 1= 
= 1, т. Используя условия непрерывности решения задачи (1)—(3), обыч
ным путем [5] получим замыкающую систему вида:

AY  =  Ф, (4)

где У =  (У[)°\ УГ', УНО)  77(0) у ( 0 ) тр > Ф =  ( -  go, Ф( 0 )

Фр°2ь ..., Фр" Фр™]’', h/^) R^y"+4‘̂>, а матрица А является блочной
оторой состоят из 
В целях экономии

и четырехдиагональнои, первая н последняя строки которой состоят из 
блоков типа Qp\  Qp+i, P\l\  — Е, 1=0,  т —
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места мы здесь не выписываем ее вид. Можно показать, что блоки Q p \

Q p l u  Рр \  Рр^\ и векторы Фр’, Фр1\, / =  О,/п—1 определяются по реку- 
реитным правилам:

Р]Ч, = -  -  Bip..iP]4u / =  Т77,
(5)

Р'/’ =  £, р Г  =  0,
Q/+I =  — / =  1, р,

( 6)

Q'/’ =  0, Q̂ î  = E,
Ф)'?1 =  -  С/р+/Ф)'> -  5 ;p + № i +  Fip+i, i = l , p .

(7)
Ф\‘̂  =  О, Ф(/) 0.

Таким образом, для решения системы (4) вначале можно по (5) — (7)
вычислить матрицы А  и вектор Ф, а затем применить к (4) какой-либо 
из методов решения систем ЛАУ [1,2]. Матрица А  системы (4) имеет раз
мерность 2(т+1)Л4, что по сравнению с размерностью системы (1) — (3) 
меньше примерно в р/2 раз. Предлагаемому алгоритму свойственна боль
шая универсальность, так как его реализация жестко не связана с каки
ми-либо специальными свойствами матриц Bj, Cj, Gs, Hg\ его можно мо
дифицировать также применительно к разностным уравнениям произ
вольного порядка и в нелинейном случае. Понижение размерности систе
мы и конструктивные возможности метода позволяют снять или нейтра
лизовать при решении задач (1)— (3) многие из упомянутых затрудне
ний вычислительного характера.

3. Л'\атрица А системы (4) является блочной и четырехдиагональной, 
она довольно проста по своей структуре. Ее вычислительные свойства 
определяются в основном матрицами Bj, Cj, числом т и длиной подын- 
тегралов пристрелки. Если матрицы Bj, Cj, Gs, Hs обладают такими свой
ствами, как симметричность, положительная определенность и т. д., то 
эти свойства в определенной мере бывают присущи и матрице А. Пред
положим, что упомянутые матрицы обладают типичными свойствами [1], 
например, Cj =  C, С = С ^> 0 , 7,г(С)^2, г=1, М, Bj =  E, Gi =  EIp— Q, 
Go=Hi=E.  В этом случае можно получить простыми средствами полез
ную информацию о свойствах матрицы А. Пусть N = m p  {т' ^2) . Выбе
рем точки пристрелки и соответствующие им параметры пристрелки

—V
El, Yp, Yp+i, . . . ,  У(т-1)р, E(m-i)p-H- Аналогичным путем получим систему 
ЛАУ, матрица которой будет конструктивно подобна матрице А  в систе
ме (4). Используя свойства матриц Bj, Cj, а таклсе свойства многочленов 
Чебышева [1], можно получить систему ЛАУ:

Пр-ь — Е
—Е ,  U p — i ,  —U p —2

O '

о — Е ,  U p — \ ,  — и  P—2

Up—2, Up—\_

>̂1 Ф1
— >.

Фр

у  (ш—1) р Ф(т-1)р
-<•
у  {т— 1)р-\-\ _ _Ф(т—I) р+1_

которую запишем в виде;

U Y Ф. ( 8)
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Здесь векторы Oj, Фр, (Dp_Li, 0(m_i)p, Ф(„,-1)р-1 имеют специальную 
форму, а Us = — многочлен Чебышева второго рода s-й степени

от матрицы -^С  [1]. Матрица U системы (8) является симметричной, и
можно показать, что она положительно определена. Эти свойства позво
ляют применить различные методы решения системы (8), в том числе и 
такие итерационные методы, где матрица U не вычисляется реально в 
процессе численного решения [5]. Последние выгодно применять и благо
даря возможности регулирования спектральных свойств матрицы U, чис
ла обусловленности v{U) и т. д., что используется при изучении сходимо
сти, определении числа итераций этих методов и т. д. [6].

4. Для наглядности и упрошеиия вычислений рассмотрим, например, 
типичную трехточечную задачу вида [1,2]:

Ук+1 —  CtJk - f  Ук~\ =  /fe, k =  n — l,
(9)

Уо= а, Уп= Ь, с >  2, п =  тр.
Система ЛАУ (9) имеет трехдиагональную матрицу, число обуслов

ленности которой мол<ет быть оценено, например, в случае с = 2  следую
щим образом [2]: v =  Mi =  const>>0. Применим к задаче (9) метод
множественной разностной пристрелки и получим замыкающую систему 
ЛАУ с матрицей U, подобной конструктивно матрице системы (8).

Лемма 1. Спектр матрицы U принадлежит множеству, состоящему из 
(к)и р_1 и пар значений: XI,2 =  Up--1

kn=  -----, X =  О, ш — 1, Us
V v l - 2  

■ с .
1 -f 2Пр_2 cos фй , где фй =

т ’ ' ’  ̂ \ 2
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим р =  Пр_1 — 'к, а Up-р—2)

-р, - 1  0 “ - 1  0 “
—  1, р, — а —  1, р, — а

Н2Ш—Х =
— а, р, — 1

, G2m—2 —
— а, р, — 1

—  1, р, — а — а, р, — 1

0  — Р О  - 1 ,  Р_
1m~\■̂ 2m—1 =  <^е1Я2т —1, Сгт—2 

Лгт—2 =  detG2m—2-
Легко получить соотношения:

{Мт-Х — =  (р — б) (В2т—2 — 6^2m-3)i

{В2т—2 —  бхЛ2п1— з) =  (Р —  б^) (Л2т—3 —  652т—4 )>
где б, 6i — константы, удовлетворяющие уравнениям:

( p - 6 ) 6 i = l ,  ( p - 6 i ) 6  =  a X

Решая (И),  получаем пару значений б, б и соответственно б̂ , б̂ . Подстав
ляя эти значения в (10), получаем:

( 10)

(Г

Лгт—1 - ^ [ [ ( P - 6 i ) ( p - 6 ) ] « - [ ( P - 6 )  (P -6 i) ] '
У д

( 12)

где Л =  р^+а^+1—2р 
мы 1.

Лемма 2. Значения Xi°’ =  t/p_i 
принадлежат спектру матрицы U.

—2а^рХ р|з (12) следует утверждение лем- 

Пр_2 -г 1, Л2°* =  Пр_1— ир—2 — 1 не

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть — собственное значение матрицы U
и X- соответствующий собственвый вектор, тогда || П |
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=  ||̂ Ул:|[„о. По определению нормы Ц-Цоо запишем последнее равенство в ви
де:

(Пр_ 1  ~  U p - 2  -г  1) m ax I A'i I =  m ax { |—  U p - 2X t - i  f /p - iX ;  —
i i

-Vi4-i|, \U p—\X̂  -'̂ 2 |> I U p—2X2111—2 ~  U p—\X2m—1 !}•
Учитывая U p-i> 0 , Up-2>0, получаем противоречие. Отсюда по лемме 
1 значение Л2'’* также не принадлежит спектру матрицы U. Лемма доказа
на.

Лемма 3. Для числа обусловленности матрицы U верно представление;
[1, с =  2,

v { U ) = 2 p — l - где а = \ с —2-|-Ус-
а — cos - т V Ус"

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из леммы 2 следует:

с > 2 .

2
р - 2min).,(U) =  Д " =  — К  и;

V u L

1 2 Up- 2  co.s Ф1,

max Aft {U) =  Ai ' =  Up-i -f У Up- 2  -r 1 — ‘̂Up- 2  cos cpi.

Легко показать, что Up-i cj =  p — a, Up- 2  cj ^  _  1) д. Это
позволяет получить приближенное представление для v (U):

p a - f  | /  ( р — 1)2а2

v{U)
1 -j- 2 (р  — \) а cos

1(1)
'̂ 2 ра — ] /  (Р ■

2 (р —  1) а  -Ь cos _ Д Р _  
______________________п

п — гпч ^Р

1)2о2+ I -|-2(р- 

^ 2 р

1)а cos - Д Д  п

1

Обратим внимание на то, что если т уменьшается в интервале ĵ 2,

то значение v{U) будет также уменьшаться. Для иллюстрации приведем 
значения \{U)  при некоторых т в случае с=2:

т
v{U)

10

4,08м
8

3,29м
6

2,48м
4

1,71м
2

м.

Леммы 1—3 позволяют с(|)ормулировать обычные в этих случаях тео
ремы [5] о сходимости и числе итераций таких, например, методов, как 
метод сопряженных градиентов и других родственных методов. Если по
лученную здесь систему вида (8) и исходную систему (9) решать, на
пример, одним из итерационных (двух или трехшаговых) методов, то 
в первом случае число итераций для достижения точности е будет
O^r l n— а во втором—О^Уг1п— где под г понимается порядок ре
шаемых систем [1, 2]. Если же эти системы решать по методу сопряжен
ных градиентов, то число итераций для системы (9) будет s ^ r^ 2 ( /n - j -  
+  1), для системы (8) соответственно s^ r^ M -)- l. При этом обычно бы
вает 2(мг-Е 1) <См-)-1. Отметим, что при возрастании значений р будет 
упрощаться структура матрицы U, в первую очередь ее размерность, 
и улучшаться спектральные свойства. Это, однако, не означает, что вы
бор больших значений р всегда выгоден, поскольку при чрезмерных зна
чениях р могут ухудшаться свойства пристрелочных траекторий. Выбор 
р и т поэтому должен быть компромиссным с тем, чтобы в должной мере 
были обеспечены благоприятные вычислительные свойства как замыкаю
щей системы, так и пристрелочных траекторий [6].
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УДК 519.283
М. А. МАТАЛЫЦКИИ

О РЕШЕНИИ ОДНОГО
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНОГО УРАВНЕНИЯ

При исследовании стохастических моделей вычислительных систем и 
сетей — марковских сетей массового обслуживания — используются 
уравнения, которые в общем виде можно записать следующим образом:

dP (k i) n r
^ ^ = - A ( f e ) P ( f e ,  0-1- 2  2  t), (1)

(,/-0 c,s= I
где k={kn,  kl2, •••,  klr, ^21. 1̂22, k2r, . . . .  kni, k,i2, knr), kic— ЧИС
ЛО заявок типа с в t-й системе обслуживания; Л(^), Oicjs(^) — некоторые 
неотрицательные коэффициенты; lie — вектор, получающийся нз k, если 
в нем положить kic— l, а все остальные компоненты взять равными нулю; 
функция P{k, о представляет собой вероятность состояния k в момент 
времени t.

Для рещеиия уравнения (1) можно применить метод последователь
ных приближений, совмещенный с методом рядов [1]. Настоящая работа 
является развитием идей работы [2], в которой рассматривались марков
ские сети с одним типом заявок. При этом за начальное приближение бу
дем брать стационарное распределение вероятностей состояний.

Пусть Рт{К t), т=0,  1, 2, . . . — приближение P{k, t) на m-й итера
ции. Тогда, как следует нз (1),

d {ехр Щ т  Р {k, t)} =  exp [Л {k) J  2  0
i,l=0 c,s— 1

II поэтому
P,„+i {k, t) =  exp [— A(k) t] P{k, 0) +  exp [— A (k) t] X

X jexp [A (^) { 2  2  he — -̂ )} dx. (2)
0 i,i=0 c,s=l

3a начальное приближение возьмем Po{k, t) = V\mP{k, t) = P{k). Как
i-̂ oo

видно из уравнения (1), P{k) удовлетворяют соотношению

Фp{ihA{k)  =  2 2  ^ (3 )
1,1=0 c,s=l

поэтому
P^{k, t)r=exp[— A{k)t]P{k,  0 )-^ {1 — ехр[— A(fe)i]}P(^). (4)
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