
3. Случай промежуточной длины: 2 cos 20р
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Здесь соотношения характеристик бокового пика параметрического 
рентгеновского излучения при нормальном и наклонном падении имеют 
промежуточный характер между вырал<ениями (12) и (14). Отметим, что 
мы пренебрегли зеркально-отраженными волнами рентгеновских лучей 
от кристаллической пластинки, поэтому условие применимости формул 
(5), (6) и соотношений (12), (14) будет:

max 1 ^ ;  - ^ }  « |Х оо(шб)|- '/2 . (16)

Кроме того, в данной работе не учитывалось влияние многократного 
рассеяния заряженной частицы внутри пластинки на генерацию ПРИ. 
Это справедливо, если длина формирования тормозного излучения Г,, го-( Е

одна четверть среднеквадратичного угла многократного рассеяния ча
стицы на единицу пути; Es=21 МэВ, Е — полная энергия электрона, 
Lr — радиационная единица длины [7]. Из условия Тз'>Ьэф, следует

Е » А
2 V-coL:эф.

Как видно из (16), соотношения (12) и (14) применимы вплоть до зна
чения (cos20б) ~ '~  1-р ЮО. Таким образом, (Л̂ )̂”̂ ''' может в Ю-ч-Ю"* раз 
превосходить (jVJ)"°p-.

Аналогичная ситуация имеет место и для генерации ПРИ по геомет-
рии Брэгга (оУУ>0, v^NdO): остаются в силе соотношения (16) — (20) 
с заменой соз20б на | соз20б |.

Авторы выражают благодарность В. Г. Барышевскому, А. О. Грубпчу, 
И. Д. Феранчуку за интерес к работе и плодотворное обсуждение.
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УДК 530.12+530.145
Г. В. ШИШКИН. В. ВИЛЬЯЛЬБА

РАЗДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕННЫХ В УРАВНЕНИИ ДИРАКА 
ВО ВНЕШНИХ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЯХ.

ДЕКАРТОВЫ КООРДИНАТЫ

1. ^’равнение Дирака во внешних векторных полях изучалось многи
ми авторами (см., например, [1—4], в том числе обширную библногра-



фпю в [3, 4]). Наиболее известны при этом следующие методики разделе
ния переменных.

1) С учето.м того факта, что «квадрированное» уравнение Дирака 
(для свободной частицы!) приводит к уравнению Клейна — Фока, в ка
честве первого этапа исследуются возможности разделения переменных 
в уравнении Клейна — Фока во внешнем векторном поле. При этом уда
ется перечислить все возможные симметрии (геометрии) полей, в кото
рых выполнимо разделение переменных, а затем для тех же геометрий 
полей изучаются возможности разделения переменных в уравнении Ди
рака. Заметим, однако, что, поскольку «квадрированное» уравнение Ди
рака при наличии полей содержит по сравнению с соответствующи.м 
уравнением Клейна — Фока лишние члены с производными от полевых 
функций, в указанном подходе предполагается обращение этих членов 
в нуль (дополнительные условия), и поэтому может быть высказано 
предпололеение, что возможности разделения переменных в уравнении 
Дирака и в уравнении Клейна — Фока при наличии полей не вполне 
идентичны.

2) Широкое распространение при разделении переменных в уравпс- 
иин Дирака во внешних векторных полях [2] и в случае свободного дви
жения [4] получил метод построения полного набора операторов, комму
тирующих между собой и с оператором уравнения. Этот подход позволя
ет получать решения, соответствующие состояниям с полным набором 
одновременно определенных физических характеристик (иногда это пол
ный набор интегралов движения). При таком подходе от внимания ис
следователя ускользает, что решение уравнения Дирака с разделивши
мися переменными может и не быть одновременно собственным для всех 
операторов, ответственных за зависимость дираковского бпспинора от 
конкретных переменных, т. е. операторы, ответственные за отдельные пе
ременные, могут и не коммутировать между собой.

Основываясь па этом, авторы [5, 6] предлолсили метод разделения пе
ременных в уравнении Дирака применительно к гравитационным поля.м. 
Здесь мы приводим некоторую модификацию этого метода во внешних 
векторных полях. Для математической общности не накладываем на век
тор-потенциал условия Лоренца. Это может быть сделано в конечных 
результатах при физических прилолеениях. В силу индивидуальной спе
цифики в зависимости от используемых координат (декартовы либо об
щие криволинейные) в настоящей работе ограничиваемся декартовыми 
координатами.

П остоянпая Плаика, скорость света, заряд электрона приняты рав
ными единице.

2. Уравнение Дирака в декартовых координатах запишем в виде 
{Y' (д̂  -  ‘-А,) Д Y' (Ф -  iAj) -  (а„, -  t A J  4- у" (д„ -  iA,) --

то} — {Я} Ч̂  =  0. ( 1)

Здесь Ai, Aj, A,n, An — компоненты вектор-потенциала. Для матриц Ди
рака приняты следующие коммутационные соотношения:

( 2 )[у*, у']-^= 2/ 11*', 11* '=  diag(l, 1, 1, 1),

т. с. все матрицы эрмитовы. Одна из переменных при этом мнимая (для 
общности рассмотрения ее не конкретизируем). С точностью до мнимой 
единицы определена и соответствующая компонента вектор-потенциала.

Необходимо иметь в виду следующие возмолсности разделения пере
менных в уравнении Дирака (1).

Разделение по схеме: Д отделяем от л'-', .V™, .v"; .v-' отделяем от л'"*, ,v"; 
наконец, разделяем х™ и х”.

Для последовательных этапов разделения, согласно [5, 6], при этом 
имеем

{H}W^{H}TT-^W=^[Ki  -  Ф, = ГФ; (3)
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( ^ ^ - ^ М л ) Ф = 0 ,  K , K j (4) - ( 5)

Здесь Ki, Kjmn — операторы, ответственные за зависимость биспинора Ф
от II X-', х”\  Л'" соответственно; Г — некоторая матрица, подлежащая 
определению.

Далее, поскольку

Д;Ф =  -Д ,„ ,,Ф  =  /г'Ф, (6)
следуем схеме (k‘ — собственное значение операторов)

(Кмп -г т  Ф ^  [Kimn +  k^) AyV- 'Ф  (/?,• ф J  0, Ф =  Л0; (7)

{Ki к„,п) 0 =  0, -  k ^ n k i= o .  (8)-(Э )
Обозначения понятны по аналогии с (3)—(5).

И, наконец,

Щ  Q ^ { k m n  - r k  Д -Г Я„) Q, 0  =  УО; (10)

=  k J n - k n L = 0 .  ( 11) - ( 12)
В задаче (6) решения могут быть записаны в виде произведения ком

мутирующих между собой матриц, зависящих от разделившихся пере
менных, на единичный бисппнор (справа).

В отличие от (6) доу.множение операторов на матрицу с целью раз
деления переменных производится слева благодаря чему, учитывая (3), 
(7), (10), после решения уравнений вида (6) по соответствующим опе
раторам легко восстанавливаем биспинор:

=  ГЛ (хО 1\В  {х>) УС (X'") D (хф J, (13)
где А, В, С, D — диагональные матрицы; J — единичный бнспинор. Пере
менные разделены:

Разделение по схеме: х \  х' отделяем от х"‘, х”; затем х \  х-' (аналогич
но X™, X’ разделяем между сооои.

Соответствующие этапы разделения выполняем согласно 

{Н} ¥  => {Я} Г Г - '¥  ^  {ки  -1- ктгг) Ф, ^  =  ГФ; 

{ки  -  /г) Ф ^  {kij -  k) л л - ’ф (ki  ф  kj)  0, ф =  Л0; 

(Я „„  k) Ф (Я„,. ~  k) У.У^'Ф ^  (Я„, я J  Q, ф =

(14)

(15)

(16)
Вместо (13) при этом имеем:

АЛ (.хО S(x0 J =  Я (Ф, х>) J,
(х'ф D{x'^) J = D(x™, хф / ,  (17)

Ч^= ГЯ(х^ хф 1)(х™, хф J.
3. Остановимся для уяснения предлагаемого метода подробно па од

ном этапе разделения (3) — (5).
Для выполнения (5) необходимо потребовать

Аи =  (Ф, хС х'ф хф =  А„ (ф) ф  В„ (хС .х'ф хф, k =  i, /, т, п. (18)

Конструируя наиболее общую форму операторов /ф, Kjmn,

k i  =  {y'’ {di — lAi) — iy^Aj — iy'"A„ — Ф amo} Г, (19)

kjmn =  { -  iy'Bi r yKdj ~  iBj) -Г Y K d , n - i B J ~ Y 4 d , ~ i B J  ]-(3/Ho} Г, (20)
схфр= 1  (21)

11



( 22)

н подчиняя их требованию (5), получаем следующую систему уравнснпн

уТу^ — у-'Ту' =  О, уТу"' — у"Ту' =  О, 
у'Гу" — у"Гу' =  0;

(у-'Ту’' — у"Ту'')Л ;̂ =  о, (у'Т — Гу') р =  О,

(уУГу" -  У'ТуОЛ,-Б,„ =  О, (уТ -  Гу') РЛ; =  О,

(у/Гу" -  у"ГуОЛ,- =  О, (уТ -  Гу^) РЛ,- =  О,

(у/Ту" — у'Ту^Л^-В„ =  О, (у’Т  — Гу") рЛ„ =  О,

(у̂ Ту̂ - -  уТу’')Л;„ =  О, (уТ  -  у"Г) рЛ„ =  О,

(у-Гу> -  уТу'")Л„В,- =  О, (Гу‘ -  уТ) aBt =  О,

(У< Гу" _  у̂ Гу^ОЛп, =  О, (Гу'' — у '̂Г)а =  О,

(у^Гу" — у"Гу’')Л,„5„ =  О, (Гу' — у-'t ) aBj =  О,

(уТ у ' — у'Гу") Л,1 =  О, (Гу " — у "Г) а =  О,

(у"Гу' — у'Ту") =  О, (Гу'" — у'Т) аВ^ =  О,

(у"Гу"' — у'"Гу")Л„ =  О, (Гу" — у"Г) а =  О,

(у"Гу'" — у'"Гу")Л„В^ =  О, (Гу" — у"Г) aS„=0.
Чисто матричные уравнения этой системы допускают лишь два решения:

а) Г==у% б) Г=у-'у'"у". (23)
Привлекая к рассмотрению всю систему уравнений (22), имеем две 

возможности разделения переменных х' от .У, х'У х": 
а) Г=уГ

Л; =  Л, -f Bi, Aj  =  Bj, Л^ =  Л„ =  Bn,

Ki = d i ~  iAi,

^jmn = {— iYBi A- y ^d j  —  iBj) -A Y^{dm— iBm) +  y4dn — tBn)^rmo} Y. 6) Г =  y-'y'”y".

(24)

(25)

(26)

(27)

^ i ~ B j ,  Ajn= Bn,, An =  Bn,

|^ г  =  +  '«o} У'У"'У",

l^jmn =  — iBj) -A Y"'(<5m — iBm) A~ Y"(3„ — (5„)} у Y"y".
Обратными рассуждениями можно показать, что условия (24), (26) 

являются и достаточными для разделения х' от х-', x”̂, х". Останавли
ваясь на наиболее мягких условиях, можно сформулировать теорему.

Теорема 1. Для того чтобы в уравнении (1) произошло разделение 
переменных х' от хА х’", х", необходимо и достаточно, чтобы вектор-по
тенциал удовлетворял условиям:

Л; =  Лг(хО, A j= B j{ x A  х ’’\  х"), Л„ =  б,„(х', х"', х"),
Ап =  Вп (хА X'", X"). (28)

Аналогично устанавливаются следующие теоремы.
Теорема 2. Для того чтобы в уравнении (1) произошло разделение пе-
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ремениььх ,v"' от х ,̂ х"\ ,v” и затем x'j от а'"\ а", необходимо и достаточно, 
чтобы вектор-потенциал удовлетворял одному из наборов условий:

а) Л; =  Л;(а' ) -  5; (а'О, Aj =  S^A'^), Л„, =  С,„(а'”, а"), Л„ =  С„(а’", а”);
(29)

б) Л; =  Л ;(а') А-"), Л ^= ,8 ,(аО^С;(а"', а"), Л„,,„=С„,„(а’" ,а").
Теорема 3. Для полного разделения переменных в уравнении (1) по 

схеме А* от х-\ а™, а”, затем х  ̂ от а™, а”, наконец, а'"- от а", необходимо и 
достаточно, чтобы вектор-потенциал удовлетворял одному из наборов 
условий:

а) Л; =  Л;(Д ^  Д,(аД, л ,- =  Б,-(аО -  С,•(а"”), Л,„=С„,(а""), =  (а”)
(30)

б) Л; =  Л,(А')-С,(А-), Л; =  5 ,-(аД^С,-(а'”), Л„,= С^(а-), Л „ = 5 да”).

в) Л; =  Л,(аО ^  5 даД, Л; =  5 ,(аД -  (А«), Л„ =  (а-)  Д (а«).
Ап = (а«).
Теорема 4. Для попарного разделения переменных в уравнении (1) 

(х\  A'j от А"’, А") необходимо и достаточно, чтобы вектор-потенциал удов
летворял условиям:

Ai = Bi(x‘, аД, Aj = B j(x‘, аД, Л„, =  Д,„(а'", а«), Л„ =  D„(a'", а"). (31)
Теорема 5. Для полного разделения переменных в уравнении (1) по 

схеме А\ А-* от а™, а” и затем а* от а '̂ и а™ от а" необходимо и достаточно, 
чтобы вектор-потенциал удовлетворял условиям:

Л, =  Л; (х‘) +  В;(А̂ -), Л,- =  Bj(xO, л „  =  С^(А'") -f 5 „,(а"), Л„ =  ДДа«).
(32)

Здесь, естественно, имеет место симметрия относительно полной либо 
частичной замены i, j ^ m ,  п, i ^ j ,  т ^ п .

Наконец, замечая, что условия теоремы 5 включены в условия теоре
мы 3, имеем возможность сформулировать обобщающую теорему.

Теорема 6. Для реализации хотя бы одной из возможностей разделе
ния переменных в уравнении (1) необходимо и достаточно, чтобы вектор- 
потенциал удовлетворял одному из наборов условий (30).

4. Результаты п. 3 отражают все возможности разделения перемен
ных в уравнении Дирака в векторных полях в декартовых координатах 
выделением матрично-дифференциальных операторов первого порядка. 
Анализ показывает, что все частные результаты, в которых используется 
формализм операторов первого порядка, включены в нащи, чего нельзя 
сказать о результатах, полученных в формализме дифференциальных 
операторов второго порядка, что подтверждает высказанное в п. 1 пред
положение о возможной неидентичности формализмов первого и второго 
порядков. Заметим, правда, что в случае свободного движения даже 
в криволинейных координатах может быть доказана идентичность этих 
формализмов [4].

В предложенном здесь формализме из утверждения

{Я} ГГ-‘¥
также следует

0 = ^(Я аЯ Я р )Ф =  о, [Ка, Яр] =  0 (33)

{Ка -  Яр) (Ка +  Яр) Ф =  о {Ка +  Яр) Ф =  0. (34)
Однако мы не можем утверлсдать справедливости обратного, так как 
могут существовать операторы второго порядка, не являющиеся квад
ратами каких-либо операторов первого порядка.
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Остановимся на моментах, которые необходимо иметь в виду при ис
пользовании полученных результатов.

Условия полного разделения переменных (30), в частности, допуска
ют вектор-потенциал вида

Л; =  Ai (X') -  Di(x"), Aj =  Aj{x>) ~  ~  D,„(x«),

(35)
Есть H другие возможности, где, как н здесь, каждая компонента век
тор-потенциала лишь аддитивно содержит зависимость от соответствую
щей координатной (временной) переменной. В таких случаях в уравне- 
]1нн (1) возможно упрощение согласно

gj;p -у i\Bjdx’ ~г i\C„idx'" — iiD^dx"), (36)

и уже по отношению к уравнению для Ч'’ применяем }1ашн результаты.
Условия теоремы 6 требуют, чтобы компоненты вектор-потенциала 

представляли собой суммы функций от разделившихся переменных. Од
нако физические поля могут иметь иную, более общую структуру. Напрн- 
■мер, в случае плоской монохроматической электромагнитной волны 
имеем

А,  =  =  Ле‘-("-ч (с =  1). (37)
Здесь волна распространяется вдоль z и учтен факт поперечной поля
ризации. В таких случаях, переходя к новым переменным, удается зача
стую свести вектор-потенциал к форме (30) с сохранением вида урав
нения (1). Но при такой замене перемешиваются пространственно- и 
времениподобная переменные, в связи с чем у-матрицы при соответст
вующих членах в уравнении ( 1) могут не обладать определенной эрмн- 
товостью н даже оказаться вырожденными. В случае (37) эта неприят
ность возникает при переходе к широко нспользуемы.м в электродинами
ке переменным:

u==z—t, v=z-\-t.  (38)
В остальном, если форма уравнения (1) сохранилась, возможно исполь
зование предложенной методики разделения переменных. Следует лишь 
проявлять осторожность при работе с вырожденными матрицами.

В случае (37) для уравнения Дирака имеем
{у1 {д̂  — iA (и)) -f у̂ -ду Д  У'ди -'г уЧ  Ы  =  0.

где
у'̂  — ■- Y'̂ , Ŷ  =  Y"̂

Здесь матрицы y“, вырождены.
Отделяя последовательно x, у, v, в представлении

/0 аЛ , . / /  0\ /0 Од'
о

(39)

(40)

у 1  =

\ Оо t  =  I
-'0 0.2

о
удается получить точное решение:

'Ч '
¥о

ЧЛ, =
т

Ч^, ч^ / 4i 
\Ф2

Ю , 2 ■ 2/г- k^— /По,

cpi= exp I -----^  ] {{к^гЛ{и))-~-гк-} du], q>o =  — - ^ { k  — i{k, -f Л(п))}д1,
известное как решение Волкова.

В заключением отметим, что развитый здесь подход к разделению пе
ременных в уравнении Дирака ограничен рамками декартовых коорди
нат, н соответствующие поля имеют «плоскую» симметрию. Естественно, 
что природа векторных полей более разнообразна, поэтому для полного 
освещения проблемы необходимы дальнейшие исследования в общеорто
гональных криволинейных координатах.
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УДК 621.396
Н. И. АЛЕШКЕВИЧ, А. С. КЛЮЧНИКОВ. В. И. КОНДРАТЕНКО 

ОПТИЧЕСКОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ СВЧ-ГОЛОГРАММ

Оптические методы обработки ннфор.мацни перспективны для дву.мер- 
иы.\ систем, в частности для обработки оптических изображений, СВЧ-го- 
лограым, благодаря их чрезвычайно высокому быстродействию, связан
ному с параллельностью обработки информации, простоте ввода инфор
мации и возможности представления ее в аналоговом виде и т. д. Тем не 
менее эти методы практически не нашли применения в технике СВЧ-го- 
лографии из-за существенных масштабных искажений при оптическо.м 
восстановлении СВЧ-голограмм [1]. Корректно решить задачу неиска
женного моделирования СВЧ-полей традиционным методом восстанов
ления голограмм технически невозможно [2, 3], так как необходимо 
уменьшить исходную голограмму при ее оптической записи в «=^i/A,2=  
=  10^д-10ь раз (̂ 1 и — длина волны записи и восстановления голограм
мы соответственно). При таком коэффициенте уменьшения размеры эле
мента дискретизации синтезированной голограммы (оптического анало
га СВЧ-голограмм) оказываются столь малыми, что становятся неизбеж
ными потери высокочастотных составляющих в спектре, и, следователь
но, появляются искажения в моделируемом поле. Действительно, макси
мальная пространственная частота в плоскости записи СВЧ-голограммы 
определяется расстоянием между отдельными элементами излучающей 
системы [4], которое является величиной, заведомо меньшей длины волны 
излучения. Для выполнения масштабного соответствия необ.ходимо, что
бы данное соотношение сохранялось и в синтезированной оптической го
лограмме. Одиако в силу ограниченности частотной функции свободного 
пространства при регистрации уменьшенной голограммы на светочувст
вительной среде, расположенной в фокусе оптической системы, произво
дящей уменьшение голограммы, происходит низкочастотная пространсг- 
венная фильтрация, приводящая к потере в структуре распределения 
элементов с раз.мерами, меньшими длины волны света, применяемого при 
регистрации оптического изображения, и соответственно — к потере вы
сокочастотных компонент в восстановленном изображении.

В настоящее время исследована возможность оптического восстанов
ления СВЧ-гологра.м.м с сохранением соответствия между продольны.м и 
поперечным масштабами преобразования изображения. Разработан 
принципиально новый подход к восстановлению СВЧ-голограмм в види
мом диапазоне, включающий операцию коррекции поперечного масштаба 
преобразования оптическими методами и позволяющий отказаться от 
применения голограмм со «сверхвысоким» разрешением.

Рассмотрим классическую схему записи СВЧ-голограммы, при кото
рой плоскость излучающего (рассеивающего) объекта располагается па
раллельно плоскости регистрации и отстоит от нее иа расстоянии Di,
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