
если Pi =7̂  1 , и / О Z~r ш '^3
“ I. т i^k’̂

если Pi =  1, где т, х, б,I, ту

0</+ш<2
0 /г,ш, СО;,гп — константы, зависящие от параметров системы, вид которых не приводится из соображений экономии места.Имея соотношения (12), (13), несложно реализовать на ЭВ М  про­цедуру минимизации функции двух переменных и получить в итоге опти­мальные параметры (/*, k*) гистерезисной стратегии управления режи­мом работы данной С М О .З а м е ч а н и е  1. Имея формулы (3) — (7), можно получить явную .зависимость от /, k функционала качества функционирования системы и лри более сложном, чем ( 1), его виде.З а м е ч а н и е  2. Результат теоремы 1 остается справедливым, если допустить, что с изменением режима работы прибора меняется и интен­сивность поступающего потока. Надо только в аргументе преобразова­ний Лапласа — Стилтьеса (3v(̂ (̂l — 2 )) поставить у % индекс v, v =  1,2.З а м е ч а н и е  3. Из замечания 2 вытекает, что результаты исследо­вания данной модели можно применять и для решения различных задач динамического управления потоками в сетях связи.
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в .  А . Б А С И К

ОБ ОДНОМ НЕЯВНОМ АЛГОРИТМЕ 
РЕШЕНИЯ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ 

ДЛЯ РАЗНОСТНЫХ ТРЕХТОЧЕЧНЫХ УРАВНЕНИЙПри решении задачи Дирихле для дифференциальных уравнений вто­рого порядка эллиптического типа по методу сеток возникают системы линейных алгебраических уравнений вида [1—3]:
A i V i - , - B i V , + C i V i + ,  =  Fu  1 =  1, 2, . . . , М - 1 , (1)По=Ло, Vm = F m , (2 )где Ai,  Ci  — диагональные квадратные матрицы порядка N  с положи­тельными элементами на главной диагонали; Bi  — квадратные трехдна- гональиые матрицы того же порядка; Fi  — известные векторы. Систему вида ( 1 ) — (2 ) называют [1] также граничной задачей для векторных трехточечных уравнений.Использование для решения задачи (1)— (2) метода матричной про­гонки требует [1] выполнения ^ C N ^ M  арифметических операций и запо­минания чисел — результатов промежуточных вычислений. .Ме­тоды полной редукции, быстрого преобразования Фурье требуют значи­тельно меньшего объема вычислений [1], но применимы только к част­ным видам уравнения ( 1 ). Ниже строится итерационный алгоритм ре­шения задачи (1 ) — (2 ), в основу которого положена комбинация идей модифицированного метода матричной прогонки [1] и неявных итераци­онных методов, предложенных В. П. Ильиным в [4] п [5]. При построении алгоритма используется близость матриц Ai, Bi,  Ci  к матрицам A;+i,
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Bi+u Ci+i. Доказывается, что при выполнении определенных условий ме­тод будет сходиться со скоростью, не зависящей от числа узлов: сетки.Предположим существование связи между векторами Vi~i и Vi сле­дующего вида:
V i - i = P i { B i - i ) C i - i V i + Z i ,  (3)где Pi{B i- i )  — некоторая квадратная матрица. Из (2) и (3) следует

Pi{Bo):Co=0,  Z i ^ F o .  (4)Получим рекуррентные формулы для вычисления Pi(Bi- i)  и Zi. С  этой целью перепищем уравнение (1) в виде A i V i - i — ( B i-Ь
+ A i P i ( B i - i ) C i - i  -  P i { B i ) ) V i  + C i V i + i  F i  -  { A i P i { B i - i ) C i ^ i  -— P i{ B i )) V i .  Исключив c помощью (3) Vi-i,  получим {Bi — P i ( B i ) ) V i  =  
=  C i V i + i -  Fi +  A i Z i +  ( B i - P i { B i ) - \ - Q i ) V i ,  где —Bi. Если det(B — P i( B i) ) ^ 0 , (5)T O , сравнив последнее равенство с (3), приходим к рекуррентным фор­мулам:

Pi+i{Bi) =  { B i - P i { B i ) ) - \  (6)
Zi+i =  —Р i+i(Pi)[Pt—A i Z i —QiVi]-\-Vi. (7)Если Pi(Bi)  определить по правилу Р Д Р ,)  = ^ iP t( B i_ i) C j_ b  то изформул (3) — (4), (6) — (7) получим метод матричной прогонки. В другихслучаях по аналогии с [4, 5] можем построить итерационный процесс;

L\ =  Го=  -Д У Г , i =  1, 2, . . .  , М - 1 ,  (8)у '?+ ‘ > =  Рл,, У Й "  =  Рг(В,--1)С,-_1У^"+’ Ч 2 '-"+ '’ , г =  М , М - 1 ,  ... , 2. (9)Если итерационный процесс (8) — (9) сходится, то он сходится к ре­шению задачи (1) — (2). Это следует из построения (8) — (9).Важную роль в описываемом процессе играет выбор матриц Р й(Р,-). В [4, 5] в качестве Р/ДР,) берутся ленточные матрицы. Мы исследуем случай Р,+ , (РД =  (Pi/2)t/,._i (Р,/2), (10)где Vi{x)  — полиномы Чебышева второго рода t-й степени:(л:-|-Дл:  ̂— l)‘+̂  — (л:—Дл-g— 1)‘+*
2 Дл:2 — 1Представление (10) позволяет находить произведение матрицы Р й(Р) на вектор У по следующей схеме. Вначале решаются системы

Vi (х) =
Р — 2Е cos - =  m =  1 , 2 ,•sin'̂где =- й искомое произведение и определяются величины щ( т )

k — l,Затем ( И )находится
/г—1

P k { B ) Y = ^  2 ^^(m )к ( 12)Ш=1 (п+1) следу-Указанное обстоятельство позволяет провести вычисление У,- ющим образом.1. Задаем =  Ро-2. Полагаем У = С ,_ 1У,-"̂  и по (11)— (12) вычисляем вектор Q = P j( P ,_ i  )У.Затем задаем У  =  - f  й) — Р;УГ^ — Р; и с помощью (11) — (12)находим Zi'+t'* =  Pj-и (Pi) У- Вычисления на данном этапе проводим пос­ледовательно при 1 = 1 , 2, . . .  , М — 1. При i =  1 можно положить Со =  =  о, Ро =  Pi-
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3. Задаем =4. Последовательно при i =  М,  М  — 1, . . .  , 1 находим У  =  C i_i
Vt%'^ =В описываемой схеме требуется память для запоминания вспомогатель­ных векторов а основной объем вычислений приходится на реше­ние систем линейных алгебраических уравнений с матрицами, имеющими такую же структуру, как и В ;. На каждой итерации нужно решать »1,5М ^ таких систем. Уменьшить число решаемых систем можно, если на 4-м этапе запоминать векторы В , (B ,_ i)  C i_iДля выполнения условий (5) достаточно, чтобы||ВГ‘ ||< 1 / 2 , г =  1, 2, . . .  , М - 1 .  (13)В этом случае

k =  0, 1, . . .  , М - 1 .  (14)Исследуем сходимость предлагаемого здесь алгоритма. При этом будем ориентироваться на граничные разностные задачи, возникающие при решении по методу сеток задачи Дирихле для дифференциальных уравнений эллиптического типа, определенных в прямоугольной области и близких к уравнению Пуассона. Будем считать, что справедлива оцен­ка (13), |Иг1|;^1, I lC il i^ l и
C i B i = B i C i ,  £ = 1 ,2 ........... М - 1 .  (15)Пользуясь представлением (6), легко получить равенство Pk(Bi^i) —

-  P^{Bi) =  Bft(Bi_,)(Bi -  Bi-i)Pft(Bi) +  P,(Bi_.)(Pft-i(B ,- ,)  -
— Ph^i{Bi))Ph{Bi).  Отсюда c учетом (14) получаем оценкуIIP ,  {Вс- : ) -  Pu (Be) II <  i . fe - l)  (2 ^ -l)  II 5 . _  ||_ ( jg)Если выполняется (15), то имеем || (В;) +  Q; || =  || Л; Pj (B,-_i) C ,_ i —-  Pc (Вс) II =  II {Ac Cc-:  -  E)  Pc {B e - : ) +  Pc { B e - : ) -  Pc {Be) || <  || Л, Q _ ,  -— В IIII P; (Bi_i) II +  IIP; (B,-_i) — Р;(Вг)||. Принимая во внимание (14), (16), получаем

РТ^: {Bi) +  Qi II < “  -i-1 + 1  ч W ' Ч.Ч и Iгде со =  m ax||Л;Сс-\ — ВЦ, s =  m ax|| В; — B i_i (17)
Обозначим el"’ =  Уг — У;"', т)"’ =  2̂  — 21"’ . Вычитая (8) — (9) из (7)л (« ) _ ( л ) (л)и (3) соответственно, приходим к задаче относительно е)(л+1).т Г ‘ > =  0 , т)(л+1)■-М P i+ i( B i) H ;T l(П-г 1 ) 1 /(P r+ i(B i)4 -Q i)e l(«)i (18),(«+!) £ =  1, 2, . . .  , М — 1.ел£ -' =  0, e l" t ‘ ’ =  P i( B i- i) C i_ ie l" + '> + T l" - ‘ >, г =  М , М  -  1............2. (19)Отметим, что в случае постоянных относительно i коэффициентов Ас, 

Вс, Сс и выполнении условий (13) — (15), векторы будут равнятьсянулю, если только АсСс—\ =  В . Значит, в этом случае е!"'*'’ ’ =  0.Из (14), (1 7 )-(1 8 )  имеем: | | т Г ‘ ’ || =  0, || Ц <  т “ ‘ '' +  1+ £— I СО1 +  1 . 6 (£-fl) - - s je '" ’ , где а =  т а х { 1 , ЦЛгЦ, ЦСгЦ), eW ==  m axII е*"’ ||. Последнее неравенство позволяет получить оценку ||т!ф1 ' |̂|-
Из (14), (19) имеем || ej^+D || =  о, || e («t”  1 1 < а | И " + ‘ >| Ц- И" ' - ' ’ 1|.
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поэтому для е("+') верна оценка ||s5''+')||-< X  а 2(Л1- 1)-»е(/1). Хак как i<
t (М̂  — t̂ )18 . М —t ' 

t ---- ------  СО Xi(7W — / ) < М2

чательно; el(n+l) /ИЗ М2 -со 3 / 3Qĵ 2(Ai—1) g(rt) TO О К О Н -
_ 271̂ 3 “ ' 8Полученная оценка показывает, что в случае слабо изменяющихся коэ(|5фициентов дифференциального уравнения, из которого полученО' уравнение ( 1 ), метод будет сходиться со скоростью, не зависящей от чис­ла узлов сетки. При этом объем вычислений будет лишь в несколько раз превосходить объем вычислений решения задачи (1) — (2 ) с постоянными коэффициентами по модифицированному методу матричной прогонки [1].Численные эксперименты по решению разностных граничных задач с помощью предлагаемого алгоритма проводились на Е С  ЭВ М  с исполь­зованием алгоритмического языка ПЛ/1. Основные вычисления выпол­нялись над числами с плавающей точкой стандартной длины ( « 6  деся­тичных цифр). Дифференциальные задачи аппроксимировались разност­ными на квадратной сетке с узлами (х,, г/,), i, j — 0, 1, . . . ,  /V, X{ =  ih, 

yj=^jh, h = \ ! N .  Начальные приближения при каждом брались равными, нулю во всех внутренних узлах. На каждой итерации полученное при­ближение сравнивалось с предыдущим приближением и точным решени­ем задачи. Т а б л и ц а  I
Погрешность решения задачи (20) на к-й итерации

N 10 20 30 40 50
еП ) 5,7-10-3 7 . Ы 0 - 3 7,7-10-^ 8,0-10-^ 8,1-10-®е(2) 2,3-10-^ 4 ,6 -10~® 6, 910“ ^ 9,3-10-® 8,8-10“ ®

Т а б л и ц а  2
Число итераций для решения задачи (21) 

с точностью 10” “̂

Cj/C, W=10 N = 2 0 N = 3 0 N = 40 N = 5 0

2 4 4 4 4 48 5 5 6 6 632 5 6 6 6 7128 5 6 6 7 7512 5 6 6 7 7
В табл. 1 приводятся значения е<*) =  max | щ-/’ — г/;)|, где « (х ,

у) =  I — решение граничной задачи <

+  =  (20)а Uij — решение разностной задачи в узле (ху, yj),  полученной из диффе­ренциальной путем замены производных разностными отношениями с ис­пользованием пятиточечного шаблона.При аппроксимации задачи4 -  (*, S) -г Х г  S). » <  9 <  >.ы|Г =  g-(x, у) (21)
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;ЯСПользовалась разностная схема из [1, с. 254]. Следуя [1], функции 
f (x,  у),  g{x,  у) взяты так, чтобы и{х,  у ) = х { \ ~ х ) у { 1 —у) при Ki {x,  у) =  =  1 +  С [(х -0 ,5 )2  +  (г/-0,5)2], К2{х, у) =  1 +  С [0 ,5 -( х -0 ,5 ) 2 -( у -0 ,5 ) " '] . Величина С  подбиралась так, чтобы отношение Сг/ci, где C i = l ,  C2= l - f -  + 0 ,5 С , соответствовало значениям этого отношения, рассматриваемым 
•в [1].Непосредственное применение предлагаемого алгоритма к решению разностной задачи приводило к медленной сходимости. Скорость сходи­мости зависела от числа узлов сетки. Полезной оказалась предваритель­ная нормировка системы (1 ), (2 ), состоящая в умножении (1 ) слева на матрицу (ЛгС{)“ /̂̂ . Отметим, что такая нормировка приводит к при­ближенному равенству AiCi-i '^^E.  Число итераций, выполненных до до-■стижсння условия max | u}jik) lij 10” “*, приводится в табл. 2 .Ч !
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.УД А  519.685
Л. В. П Е В З Н Е Р

О НЕКОТОРЫХ АЛГОРИТМАХ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ГРАММАТИКВ последнее время помимо контекстно-свободных (КС) грамматик .для описания языков программирования используются грамматики более .широкого класса, объемлющего класс КС грамматик. Для эффективного применения таких грамматик достаточно перспективным представляется иметь несколько анализаторов, разработанных специально для отдель­ных формализаций, и систему алгоритмов, позволяющих сводить грам­матики одного вида к грамматикам другого с наименьшими потерями их специфических свойств.В настоящей работе рассмотрим грамматики, которые можно раз­бить на следующие классы: к классу Ki  отнесем графовые, т. е. WEB грамматики и ГП Г — графово-программные [1], к классу Кг'- — R грамматики [2]; Ц П Г  — цепочечные программные [3]; И Г — индексные [4]; ГВВ — грамматики ван Вейнгаардена [4].Установим взаимосвязь между И Г и RY.  Введем отношение W, означающее анализ цепочки, находящейся в вершине соответствующего магазина, но не выталкивание из него.Пусть дана ИГ =  (Гг, Vh,  F ,  Р,  а^). Построим для нее ДГ Ga =  

=  {Vt, Vn , г , R^, Р^, Го, Г0 ). Здесь V t, Vt — терминальные алфавиты; 
Р  — множество правил; — аксиома; F  — множество индексов; R^ ~  множество комплексов; Г — алфавит G .̂Для любой грамматики можно построить эквивалентную ей индекс­ную грамматику в приведенной форме [3]; таким образом, для простоты будем устанавливать связь только между И Г в приведенной форме и 
R T  G2.Считаем, что все правила из Р  ̂ имеют вид;

а) А ^  B f  в) А ^  а
б) f =  [ А В ]  г) А ^  ВС
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