
Согласно конструкции алгоритма а, множество не содержит пары 
(л:1, А'г) с одинаковыми значениями F {xi)=^F {хг), поэтому обоснование

vO ^ „алгоритма а состоит в доказательстве того, что Ла представляет сооои 
искомое ПМА.

Утверждение. Построенное с помогцыо алгоритма а множество 
удовлетворяет условию

F{ Xl ) ^ F{ X ) .  (5)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно конструкции алгоритма а, имеем 

Ха^Х.  Отсюда следует справедливость включения
F{Xa)^F{X).  (6)

Включение
F{X)^F{X^)  (7)

докажем методом от противного. Пусть существует парето-оптимальное 
покрытие х*^Ха  такое, что

F{x*)^F{Xa),  F{x*)^F{X) .  (8)
Заметим теперь, что при построении множества Ха алгоритм uo осу­

ществляет перебор покрытий по всем возможным значениям пары
(Fi(x), F2 (x)). Таким образом, алгоритм аг осуществляет поиск покры­
тия X*, оптимального по критерию Аз(л') при фиксированном значении 
Fi(x), Fzix). Тогда соотношения (8) означают, что имеют место (ТДх), 
F2 (x )) =  (Fi(x*), F2 (x*)), Fsix) c F3 (x*). H o э т о  противоречит опти­
мальности покрытия X по критерию Т’з(а'). Полученное противоречие до­
казывает справедливость (6). Из (4), (6) и (7) следует справедливость 
(5). Утверждение доказано.
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УДК 539.3
В. В. КОРОЛЕВИЧ, И. А. ПРУСОВ

НАПРЯЖЕНИЯ В ОРТОТРОПНОЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ 
ПЛАСТЙНКЕ, ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ВОКРУГ ОСЙ СйММЕТРИИ, 

РАСПОЛОЖЕННОЙ В СРЕДИННОЙ ПЛОСКОСТИ

Рассмотрим тонкую сплошную ортотропную эллиптическую пластин­
ку, вращающуюся с постоянной угловой скоростью со вокруг малой оси 
симметрии, расположенной в срединной плоскости (см. рисунок). Внеш­
ний край пластинки будем полагать свободным от усилий.

Отнесем срединную плоскость пластинки к прямоугольной системе ко­
ординат хОу,  оси которой совпадают с главными направлениями упру­
гости.
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Нормальные сг.л;, Оу и касательные т.ху напряжения, возникающие в эл­
липтической пластинке при ее вращении, выражаются через функцию 
напряжений F {х, у) известными соотнощениями:

d̂ F
dif

d'̂ F—__L // т —1,-2 1 '•xu
d̂ F

( 1)

где U (x) = —

(9a-2 ‘ dxdy  ’

— потенциал центробежных сил; p — плотность
материала.

Функция напряжений F {х, у) удовлетворяет следующему дифферен­
циальному уравнению в частных производных [1]:

I d̂ F
дх̂

1 2 ,̂гг d̂ F 1 d̂ F (I -v„x)
- у  \  О х у  E x  j  д х ^ д ф  Ej^ d y ^

Общее решение уравнения (2) представим в виде:

F {х, у) = 24 pbFx‘̂ -1- 2Re [Fi (zj) -Ь Fo (г,)].

pco‘. ( 2)

(3)

Здесь первое слагаемое — 
частное решение уравнения 
(2), а выражение Fo(x, у) =  
= 2Re[Fi(2i ) + / ’2(z2)] — об­
щее решение однородного 
уравнения, соответствующе­
го данному. Функции Fj{Zj) 
(/ =  1, 2) — произвольные
аналитические функции об­
общенных комплексных пе­
ременных Zj=x-\-P}y- Ком­
плексные параметры р,-, ха­
рактеризующие анизотропию 
тела, для всех известных ор- 
тотропных материалов явля­
ются чисто мнимыми, pj =  l6j. 

Из (1) с учетом выраже-
К расчету ортотропной эллиптической пластин­
ки, вращающейся вокруг малой оси симметрии

ния (3) получим следующие формулы для определения напряжений:

2Re [р2 Ф; (гО -R Ф' (Za)] —

Оу =  2Re [Ф: ( Z i )  4 -  Ф: ( z , ) ] ■л>ух 2 ’ (4)

где ФДг^)

'ху =  — 2Re [,Lii Ф; (Zi) -г Ра Ф; (гг)], 

dFj ( z j )
dzi

Таким образом, задача об определении напряженного состояния орто­
тропной эллиптической пластинки, вращающейся вокруг малой оси сим­
метрии, расположенной в срединной плоскости, свелась к отысканию 
двух аналитических функций Ф^Тг,) из граничных условий на внещнем 
контуре:

0  ̂cos (л, х) -f cos {п, у) =  О, 
cos (л, х) -р а cos (л, у) = 0. (5)

'ху
Подставляя в выражения (5) значения напряжений ct.v, 0у, 0.\-у из (4) 

и интегрируя по дуге s, представим граничные условия на свободном 
крае пластинки в следующем виде:
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2Re [Oi (zi) +  Ф2 (Z2)] =  ao 2  (“ '■
k=i

I*» -r 0.„ e--i/eS'i

2Re [̂ гl Ф1 (z j +  fx, Ф̂  (z,)] =Po +  2  (P*
(6)

A=i
где Oo =  — pcô a’’

yx , «1 =  ai =  V,

^  48
=  P2 =  0, Рз = . pâ â b w • Зрш̂ а̂ б -кl - ^ --- -, = ---- , Рз =  г

pco-â  — „ — , ,yx fg > 2̂ 2̂ ■ 3̂ ■ *̂3 '̂ 'yx ^
Po =  0. Pi =

pâ d̂ b
-P“^ ,  a, =  a ,=  0 (й =  4, 5, 6 . . . );  Po =  0, Pi =  - i - ^ 2 ^ ,  Pi =

48 48 -, P* =  Pft =  0

{k — ̂ , 5, 6...); a, b, d — полуоси и параметр эллипса соответственно.
В работе [2] показано, что для эллиптической односвязной области 

функции Ф1(21) и Ф2(2г) представляются следующими рядами:

(^l) — ^0 2  ^  1ft (^l)’ ^̂ 2 (̂ 2) — Во j B1Z2 2  By P 2k (̂ 2)>

!
* = 2  fc= 2

где Pj^ {Zj) — полиномы Фабера, имеющие вид: Pj/  ̂(zj) X{a — ip ,-6)*

X [(zj -i- ]Ла? — — p? 6  ̂j* +  — l / ”2? — — p? ^“) 1 • Подстановка
функций ‘t' jizj) в граничные условия (6) приводит, к системе алгебраи­
ческих уравнений для определения постоянных Аи, By и сопряженных 
с ними Ah, Bh {k=2,  3, 4...). Решая ее, найдем:

Ak=Ak=Bk=Bk=0,  (k =  2, 4, 5, 6...).

Ag —
рш̂ а̂ Ь (ffi -Р 6i)̂  [vy., б| (Зт̂  +  б )̂ -Ь [т  ̂X 36  ̂)]

Bg — Bg

96 (62 — 6j ) [Зот1-j-(6j 4- б|) m-+  36̂  ■ 62]
pa^-a^b (m +  62)’’ [vy,y 6  ̂ (Зт- -f- 6 ^) +  (m  ̂- f  36^)]

96 (62 — 6[) [3«1 X (6j ~r 62) 36̂  • 62]
m =  a/b.
Линейные члены функций A^z^ и Ŝ Zo определяют постоянные нап­

ряжения в пластинке; а°

‘-ХУ ib

ib 8  I™  “  > >/ а 8 ’

=  0. Постоянные Ло, Во остаются произвольными, не влияю­

щими на напряженное состояние пластинки.
Таким образом, для рассматриваемой задачи функции Ф1(г1) и 

Ф2(2г) имеют вид;

Ф1 (^i) — Aq

Ф2 (^2) — Во

Л !
6 ( m -  —  б ^ ]

д 'У 6^4з , 3
1 6 (от +  6i f ^ 3 "1

5 i  - ! -
б ( т ^ - б ^ )

В о
8В 3 3

6 ( т  +  62)^ ^2 6 3 ( о т  +  б , ) з

(7)

а компоненты напряжений, вычисленные по формулам (4), равны:

рш-а̂

о У =  рсо̂ б̂

J

К

у-
*2

J L*2

1 -Р / 1 L62

(В)

где
т =  — iQfsPxy,

1 =
т- (т^ — v ,„)

[3m̂  -\- (Ê IGjfy — 2v,-ĵ ) -р 3E,ilЕу] ’
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J

к

1 [2/п‘* -L (Ê jĜ -y — m2 ^  ZÊ lEy]
[Sm-i + (f.v/f;/ — 2v,-y) m2 - 

m2 (m2 —
3£д./£«] (9)

2  [Зт-* +  (E^IG,.y — 2vxij) ni  ̂ - f  3 £  J £ ^ ]

Если вращение сплошной ортотропной эллиптической пластинки про­
исходит вокруг большой оси симметрии, расположенной в срединной 
плоскости, то распределение напряжений в ней опять же описывается 
формулами (8), но постоянные имеют другие значения:

(Ex/Ey — m̂ v̂ -y)
/* =

J *

К*

[Зт'̂  -|- {ExjGxy 2vxy) nî  2>Ех1Еу] 
________ jExlEy — ni V̂xy)________

l3m-^^(Ex/Ey — 2vxy)m̂ -Jr3,Ex/Ey] ’ 
1 [3m̂  +  (ExjGxy — Vxy) m2 +  2£ J£'^]

( 10)

2 [3m^-^(ExlEy — 2\xy)>n̂  + ‘iExlEy]
Из анализа выражений (8) следует, что наибольшее напряжение на 

границе пластинки получается на концах малой оси, а напряжение, наи­
большее для всей пластинки, имеет место в центре.

При равенстве полуосей эллипса a = b = R  формулы (8) описывают 
распределение напряжений в ортотропном диске радиуса R, вращающем­
ся вокруг диаметра.

Полагая Ех=Еу=Е,  Vxy=Vyx=v, Gxy =  G в выражениях (8), (9), 
( 10), получаем распределение напряжений в сплошной изотропной эл­
липтической пластинке, вращающейся вокруг осей симметрии, располо­
женных в срединной плоскости. Отметим, что в литературе имеется при­
ближенное решение (методом малого параметра) этой задачи [3].
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УДК 517,948.32:517.544
О. ДЖУРАЕВ

ПОСТРОЕНИЕ ПОЛЯ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ, 
СООТВЕТСТВУЮЩЕГО п-ЛИСТНОМУ НАКРЫТИЮ СФЕРЫ

Пусть R — замкнутая риманова поверхность, реализованная в виде
л-листной поверхности наложения сферы С. Предположим, что зада­
ны точки ветвления ai, а г = 0, аз (oi, 03=7̂ 00, 0) и образующие группы 
монодромии поверхности Oi =( 2, 1, . . . ,  1), 02=  (а), стз= («i) («г), где 
n i~ \ - n 2, = = n  и oi о 02 ° О з = е .

Требуется построить поле алгебраических функций С(2, ш), соответ­
ствующее заданно.му накрытию сферы [1].

Данные подстановки содержат цикл л-го порядка, поэтому порожден­
ная ими группа действует транзитивно [2]. Следовательно, риманова по­
верхность R связна [3]. Поскольку цикленные типы подстановок oi, 02, 03 
соответственно таковы: (2, 1, . . . ,  1), (п), {iti, По), то индекс ветвления
поверхности R равен Шг=2л—2, а ее род равен Р —1 =  0 [3].
Следовательно, R гомеоморфна сфере С.

Пусть f{z, щ ) = 0  — алгебраическое уравнение рнмановой поверхно­
сти R. Тогда соответствующая векторно-матричная задача линейного со­
пряжения для рассматриваемого случая имеет вид [3] (при надлежащей 
нумерации корней):
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