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Нетрудно показать, что [а‘, x̂■] является ребром многогранника 
conv(M(/e, п) но не является ребром многогранника M{k, п). Тео­
рема полностью доказана.
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УДК 519.25
X. Д. ШУИ Г АРОВ

К РЕШЕНИЮ ОДНОЙ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ 
ЗАДАЧИ ПОКРЫТИЯ ГРАФА ЗВЕЗДАМИ

1. В практике автоматизированного проектирования электронно-вы­
числительной аппаратуры [1, 2] возникает следующая многокритериаль­
ная задача дискретной оптимизации. Заданы: п-вершинный граф G =  
=  {V, Е),  в котором каждое ребро e = i j ^ E  взвешено целым числом 
щ (е) (/, /) ^ 0, II множество натуральных чисел Н =  {hi, . . . , кт).
Каждому числу ft(eH, ^=1, Т, соответствует /ггзвезда (звезда типа /). 
Множество Н будем называть множеством типовых звезд. Напомним, 
что Л-звездой называется полный двудольный граф Ki.h-i [3].

Покрытием графа G звездами будем называть его остовный подграф 
x=[V,  Ex), Ex'^E,  каждая компонента связности которого представляет 
собой звезду, изоморфную некоторой типовой звезде из множества типо­
вых звезд Н.

На множестве А={л'} всех покрытий графа G задана векторная це­
левая функция (ВЦФ) F (х) =  (Fi{x), Кг (а), Кз(а)), частные критерии 
которой f;,(A)^min, k = \ ,  3, имеют вид: Ki(а) =  |£ | — ]Кл-] — число ре­

бер графа G, не вошедших в покрытие а; Ко =  2 ■ стоимость по-
/=1

крытия А, где С( — стоимость звезды типа t', Кз(а)=  . ^ ^  w(e) — удель-
' ' гея,.

ныи вес покрытия а.
ВЦФ К ( а ) определяет паретовское множество Х ^ Х  [4, 5]. Проблема
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состоит в построении алгоритма, гарантирующего нахождение так на­
зываемого полного множества альтернатив (ПМА). ПМА определяет­
ся как такое минимальное по мощности подмножество Х^^Х,  что 
F(X^>)=F(X), где для всякого А*еА его образ в критериальном про­
странстве F(X*) =  {F{x)/x^X'*} [6].

Сформулированная задача покрытия графа звездами является 
Л^Р-труднон проблемой, так как в качестве частного случая содержит за­
дачу разбиения графа на пути длины два [7]. В настоящей работе пред­
лагается алгоритм построения ПМА поставленной задачи.

2. Пусть G =  /(n= (B , Е) — полный л-вершинный граф. Для сущест­
вования покрытия графа G звездами при заданно.м Н =  {Л(}, ^=1, Т, не­
обходимо, чтобы было разрешимо в целых неотрицательных числах 
уравнение

т

=  ( 1 )
/=1

где lit — число вершин в звезде типа /; Zt — число звезд типа t в покры­
тии .г.

Пусть z=(z i ,  . . . ,  Zt ) — некоторое конкретное решение уравнения 
(1), обладающее TodT  ненулевыми компонентами. Компоненты этого 
решения представи.м в виде последовательности

■гц, с,т̂ . ( 2)
То

Сумма 2  г; =  М содержательно означает количество звезд в покрытиях,
S =  I

соответствующих последовательности (2). Множество всех покрытий та­
кого вида обозначим через X{z).  Считая, что элементы последовательно­
сти (2) упорядочены по неубыванию, определи.м структуру всякого по­
крытия x ^X {z )  в виде последовательности

Л(1), Л(2), . . . , /i(v), . .  . ,  /i(-v), ( 3 )

где /гМ=/г(,,

r=l r = l

T o -1  T„

s = 1 s = 1

При этом считаем, что звезды покрытия л" перенумерованы числами v =  
=  1, 2, . . . , А во взаимно однозначном соответствии с эле.ментами после­
довательности (3).

Введем теперь трехиндексные переменные где
1, если ребро ij вошло в состав v-й звезды покрытия л',
О, в противном случае.

Переменные xj. представим в виде трехиндексной матрицы х = ||х 7 ||,  
i, / =  1, л, V =  1, N, X  (г) — множество всех таких матриц х, где номера
г, / строк-столбцов и номера ребер графа G находятся во взаимно одно­
значном соответствии.

Задача z: Найти х (

при условиях

X'’ =

N

'■ X  (г) такое, что (х) =  ^  /)^^/' ■min
V=1 1=1 /=1
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1°. 2  2  Ч- =  2 -  1). V =  1, л̂ ,
.■=1 /=1

где c,j — элементы матрицы смежности С
п п

2'̂ max 2 max I c,jXl. = IF'''
Kt<« 1</'<п1 = 1

3^ V  VХц — Xji < / =  1, п, v = l ,  N.
4°. Хц е  { 0 , 1}. t. / =  1, п, V = TTn .

5°.
V —  1

1, г, / =-- 1, п

N п
2 V

7°

mm
1<1<л7=1 у=1 

л? л
V V Vтш  2d 2d ■̂</ 

K / < ” v = l  j = l

Хц ^ 1, 1= 1, д.

1, / =  1, д.

Смысл условий 1°—7° состоит в следующем. Условие 1° означает, что 
общее количество ребер, используемых для построения v-й звезды, равно 
в точности /i(')—1, V v = l ,  У;

2° — для калсдого v =  l, N в графе G найдется вершина, которая яв­
ляется центром /г('’)-звезды;

3° — условие учета того, что покрытие строится для неориентирован­
ного графа;

4° — условие задачи булева программирования.
5° — требование того, чтобы каледое ребро входило в состав не более 

чем одной звезды.
Условия 6°—7° означают, что каждая вершина данного графа инци­

дентна хотя бы одному ребру, вошедшему в покрытие х.
3. Для построения ПМА сформулированной задачи предлагается 

алгорит.м а, состоящий из двух уровней: нижнего и верхнего. На нижнем 
уровне работает алгоритм ai из двух этапов а} и а^. Этап aj для задан­
ного Н находит множество Z всех целых неотрицательных решений z =  
=  {zi, . . . , Zt) уравнения (1) и представляет собой алгоритм [8].

Этап ау состоит в том, что для каждого решения z, полученного на 
этапе а}, решается «задача 2» методом построения последовательности 
планов [9]. Этап а ,̂ а вместе с ним и алгоритм cci, заканчивает свою ра­
боту решением задачи z для каждого zeZ .

Каледое решение x= ||x71 |, полученное с помощью [9], однозначно 
определяет некоторое покрытие, оптимальное по критерию Вз{х). Мно­
жество всех таких покрытий обозначим через Ха-

На верхнем уровне работает алгоритм аг, который состоит из двух 
этапов а ' и а"̂ . Этап а ' состоит в том, что покрытия из Х^ попарно 
сравниваются меледу собой по значению ВЦФ F (х) с целью отсева до­
минируемых [10], т. е. непарето-оптимальных. В результате такого отсева 
получим подмнолсество Ха— Ха П ^  паретовского мнолсества.

На этапе мнолсество Ха разбивается на подмнолсества, каледое из 
которых составляет покрытия, одинаковые по значению ВЦФ F{x). За­
тем, оставляя по одному представителю в каждом из этих подмножеств,
получаем мнолеество Q  Ха, удовлетворяющее условию

F{Xi )  =  F{Xa).
3 Зак. 1009

(4)
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Согласно конструкции алгоритма а, множество не содержит пары 
(л:1, А'г) с одинаковыми значениями F {xi)=^F {хг), поэтому обоснование

vO ^ „алгоритма а состоит в доказательстве того, что Ла представляет сооои 
искомое ПМА.

Утверждение. Построенное с помогцыо алгоритма а множество 
удовлетворяет условию

F{ Xl ) ^ F{ X ) .  (5)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно конструкции алгоритма а, имеем 

Ха^Х.  Отсюда следует справедливость включения
F{Xa)^F{X).  (6)

Включение
F{X)^F{X^)  (7)

докажем методом от противного. Пусть существует парето-оптимальное 
покрытие х*^Ха  такое, что

F{x*)^F{Xa),  F{x*)^F{X) .  (8)
Заметим теперь, что при построении множества Ха алгоритм uo осу­

ществляет перебор покрытий по всем возможным значениям пары
(Fi(x), F2 (x)). Таким образом, алгоритм аг осуществляет поиск покры­
тия X*, оптимального по критерию Аз(л') при фиксированном значении 
Fi(x), Fzix). Тогда соотношения (8) означают, что имеют место (ТДх), 
F2 (x )) =  (Fi(x*), F2 (x*)), Fsix) c F3 (x*). H o э т о  противоречит опти­
мальности покрытия X по критерию Т’з(а'). Полученное противоречие до­
казывает справедливость (6). Из (4), (6) и (7) следует справедливость 
(5). Утверждение доказано.
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УДК 539.3
В. В. КОРОЛЕВИЧ, И. А. ПРУСОВ

НАПРЯЖЕНИЯ В ОРТОТРОПНОЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ 
ПЛАСТЙНКЕ, ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ВОКРУГ ОСЙ СйММЕТРИИ, 

РАСПОЛОЖЕННОЙ В СРЕДИННОЙ ПЛОСКОСТИ

Рассмотрим тонкую сплошную ортотропную эллиптическую пластин­
ку, вращающуюся с постоянной угловой скоростью со вокруг малой оси 
симметрии, расположенной в срединной плоскости (см. рисунок). Внеш­
ний край пластинки будем полагать свободным от усилий.

Отнесем срединную плоскость пластинки к прямоугольной системе ко­
ординат хОу,  оси которой совпадают с главными направлениями упру­
гости.
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