
Применяя (8), получаем:

М ^ Х и  =  2  2 -  S; =  2  2  ^skM,.
ss/̂ , АеК„ iel„, *ек„.

AF = 5 , A X u X 2 M A X t i { l -  2>"р)-
psCit

В итоге получаем;
А^"=(бг +  2рОА;^гг. (И)

Теперь можем сформулировать критерий локальной оптимально­
сти.

Теорема 1. Для локальной оптимальности опорного плана {X, Т} до­
статочна, а в случае невырожденности и необходима, выполнимость со­
отношений:

Ds>0,  если Xs =
Ds ■< О, если Xg = ds,

D, =  О, если < X s <  dl, s e  
6i > 0, если Хц = d^ij,

< ;0, если Хц = d*ij,
6; =  0, если d^i j<Xi i<d- j ,

(i, /) e  y, i e  1,0 или i e  /„,o и Х ц ¥ ^ 0.
6 ; > 0  II б ; Т - 2 р ;  > 0 ,  С С Л И  I ^  / „ Q  И Х ; г  =  0 .

Определение 4. План {X, Т) называется согласованным, если на нем 
выполняются соотношения (16) и (17).

Введе.м |3:

(15)

(16) 

(17)

р -  2  ^ s ( ^ s - 4 s ) -  2  D , { x , - d i ) , (18)
D̂>0 D,<0

где s^IvH.
Теперь можем сформулировать критерий субоптимальностп.
Теорема 2. Для локальной субоптимальности невырожденного согла­

сованного плана достаточна выполнимость неравенства Р ^ е .
На базе доказанных утверждений, следуя (1), можно построить пря­

мой опорный метод решения задачи (3) (Р. Габасов, Ф. М. Кириллова,
О. И. Костюкова. Конструктивные методы оптимизации. Минск, 1986. 
Ч. 3: Сетевые задачи. С. 26).

Автор выражает глубокую благодарность профессору Р. Ф. Габасову 
за внимание к работе.
П оступила в редакцию  03.12.86.

УДК 517.977
А. Л. ЛЕБЕДЕВ

О ДВОЙСТВЕННОСТИ ЗАДАЧ УПРАВЛЕНИЯ 
И ФИЛЬТРАЦИИ В ЛИНЕЙНЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ 

СИСТЕМАХ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Одним из центральных результатов теории оптимального управления 
является доказанный Р. Калманом принцип двойственности, который 
устанавливает тесную внутреннюю связь задач оптимального управления 
по квадратичному критерию и задач оптимальной фильтрации, а также 
позволяет облегчить решение многих практических задач управления. 
Впервые результаты Р. Калмана были перенесены на дифференциальные 
системы с запаздывающим аргументом А. Линдквистом [1]. Предлагае­
мая работа посвящена изучению дискретных систем, на примере которых 
доказана двойственность задач минимизации обобщенных квадратичных
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функционалов на траекториях линейных систем [2, 3] и и задач оптималь­
ной фильтрации [4] при взаимно коррелированных помехах объекта и 
измерителя.

1. Запаздывание в фазовых переменных. Рассмотрим систе.му
x{t~rQ) = A ( t ) x { t ) ^ A ^ { t ) x { t ~ } 4 ) \-G{t)w{t),  ( 1)

-^о(-) =  {фо(0. x{to) = x,}, y{t) ^^C(t)x{t)- ' rv{t) ,  ( 2 ) - ( 3 )
где x{t), t ^ T % ,  — и-вектор фазовых переменных; y{t), t ^ T % ,  — /-век­
тор наблюдений; h i > 0  — запаздывание; Т% =  {/q, to -f 0, • • • , /о “г NQ=
=  // — 0}; Sfi,(to) = {to~hi ,  to — hi A-Q, to — Q}\ 0 > O  — шаг дис­
кретности; случайный вектор X q и  случайные процессы {w (/)}, {v ( / ) } ,  

t ^ T % ,  {фо(т)}, т е  5® (/о) имеют гауссовское распределение с нулевым 
средним п следующими статистическими свойствами:

М [Xoxl] = Qo, М [фо (/) фо (т)] =  С2ф (/) б (/ — т), /, т е  5® {to),
М [W (/) (т)] =  (/) б (/ — т), М [V (/) (т)] =  (/) б (/ — т),

М [W (/) 0  ̂(т)] =  (/) б (/ — т), /, т е  Т®. (4)
Остальные взаимно корреляционные матрицы перечисленных случайных 
процессов равны нулю из-за их некоррелированности.

Задачу оптимальной фильтрации для системы (1) — (3) сформулируем 
следующим образом: требуется по наблюдениям y{t), t ^ T % ,  и заданно­
му вектору / е /?" (II / II =7̂  0) построить оценку величины f x{ t f )  (проек­
ции фазового вектора на заданное направление) вида

tf-Q
Fx{tf) =  — 2  {t)y{t),

i=to
где весовые коэффициенты «(/), t ^ T % ,  выбираются из условия

(5)

7i =  Л4 {F [л- (//) -  X (/у)] [X (tf) -  X (tf)]4) -> min. (6)
Введем последовательность векторов:

2 (/) =  (/) 2 (/ 0) 4- Л[ (/ -L /xi) г (/ +  /ii ^  0) ^  it) и (/), t^T%,  (7)
г(-) =  {О, т е  {// -1- 0 , . .. , tf +  /ii}, 2 (tf) = /}. (8)

С учетом (8) запишем
t f - e

lAx{tj) = zTi t f )x{t f )^z^{to)x{to)-A 2  [z^{t +  e)x{t+Q)-zT{t)x{t)].  (9)
t=la

Из ( 1) и (7) имеем соотношения: 2  ̂(/-(-0 ) х ( / — 0) =  2  ̂(/-р0) Л (/) х (/)-)- 
-Ь 2  ̂(/ -Ь 0) Л1 (/) X (/ — /ij) -р 2  ̂(/ ^  0) G (/) W (/); 2  ̂(/) X (/) =  2  ̂(/ ph 0) X 
X Л (/) X (/) -р 2̂  {t +  0) Ai {t A- hi) X (/) p- iJ  (/) C (/) X (/), подставляя
которые в (9) приходим к

FX (tf) =  2 ^  ( / о )  X  (to) 2  { t -г Q) Ai {t) x {t — hi) A-

2 [г"' {t 0) G (/) w (/) iF it) C it) X (/)].

В силу (3), (5) имеем
i -̂ в

Fx{tf) = — 2  [iF { t )C{ t )x{ t ) - r iF {t)v{t)\.

( 10)

( 11]

Объединяя (10) и (11), получаем
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Р  [ x { i j ) — x { t f ) \  = z T  [ t o )  x { Q 2  z^{ t +Q)A^{ t ) x{ t  — h ^ ) ~
t=h

tf-e
-Г 2  [г  ̂{t ^Q)G{ t )w{ t ) -Pu^  {t)v{t)]. (12)

Подставляя (12) в (6) и учитывая (4), будем иметь: = z’' {to) QoZ (^o)-r

+  2  2 4 ^ - r0 )^ (O Q .p (^ - / i i ) ^ r (O 2 (^ -b 0 ) -h  2
X QAt)  GT (t) z(t  + e)  +  2г  ̂(t +  0) G (t) (0 и (t) +  °û  (t) Q, (t) u{t)] =
= I^iu). Вводя обозначения

<Зф (О =  (О Qф it -  h )  Л[ (О, Qu, it) =  G it) (0 G" (0, 
Q^oAt)-G(t)Q,,, ,{t), (13)

окончательно получаем

hill) =  z'̂ ito)QoZ{to) 2  z^(^o-i -sX0)Q<p(^o+s)z( i 'o-rS-r0)-:-
hi~Q

s= 0
if-e

2  A  it +  0 ) Qo, it) z{t +  e)  +  22  ̂{t +  0 ) (/) и it) +
t=L

ti  ̂{t)QAt)u{t)]. (14)
Таким образом, доказан следующий результат.
Теорема 1. Задача оптимальной фильтрации (1)—(6) эквивалентна 

задаче оптимального управления системой (7) — (8), на траекториях ко­
торой минимизируется функционал (14).

Эквивалентность следует понимать в том смысле, что функционалы 
/х  II /2 достигают оптимумов на одном и том же множестве векторов 
и (/), t ^  Т/у.

Производя в (7), (8) замену времени x = t f —t—Q, O ^ x ^ t f —to, и пе­
реходя к новым переменным z{x) =  z{tf — т), й{х) = u{tf — т — 0 ), т е  
е {0.........tf—to), приходим к следующей задаче оптимального управ­
ления:

2 (т 0 ) =  (// — т — 0)2  (т) -|- Л[ (G — X — 0  -f hi) 2 (т — hi) -г
-|-С^(// — т4-0)м(т) ,  2о(-) =  {0, т е { —Лх, — 0}, 2 (0) =  /}, (15)

/ 2 (H) =  2^(/х — /o)Qoz(// — /о) +  2  itf — U-T s)Q^{to
s~~h\

■0) X

Хг(/х — / o + s ) +  2  [2  ̂(т) ^  0) 2 ( т ) -I-22  ̂(т) X
Т=0

X Qu,vitf — '  ̂ — G))u{x) X  гЛ(т)(3^// — т  — 0 ) w ( t ) ] .

Теорема 2. Задача оптимальной фильтрации (1)— (6) эквивалентна 
задаче оптимального управления (15).

2. Запаздывание в наблюдениях. Пусть наблюдаемый сигнал удов­
летворяет уравнению

у { t )  =  С i t )  X ( t )  - г  С х  ( / )  x ( t  —  h , )  -f V (/), t  e  T n - 

Сопряженная система в этом случае имеет вид:
2  ( / )  =  Л^ ( / )  2  (/ +  0) - Ь  Л[ ( /  +  h i )  Z {t h i  +  0) - Ь  ( / )  и  it) -  

С1 (/ /I2) и it ho), t S  ТAf.

(16)

(17)
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Воспользовавшись предложенной схемой рассуждений, можно дока­
зать следующий результат.

Теорема 3. Задача оптимальной фильтрации (1), (2), (16), (4)— (6) 
эквивалентна следующей задаче оптимального управления:

2 (т 0 ) = А’' {tf — г — 0)2  (т) -- A\{t f  — X — 0  --- III) z (т — hi) —
С' (t; — X — 0 ) ц (t) C[{tf — x — 0  /г,) и (т — /г.,),

X £  {О, 0, . . ., tf /о}>
2о (•) =  {0. "Г е  {— йх, . . ., — 0 }, 2 (0) =  /}, и (т) =  0, X G  {— /г,, . . ., 0},

—в
l3(u) = A{t f  — to)QoZ{tf — to) '- ^  — <o-rS)Qtp(^o — S — 0) X

-е
X z { t f ~ t o A s )  А  2  — — s)Q^,{to — s — e)u{ t f  — to — s) А

S=~fl2
-0

— 2 У  2̂  — 0̂ -- s) (Зфз (to — S — 0) и [tf — to s)

if-1 о-в
- - 2  — — 0)2  (t) 22  ̂(t)Q,,„(// — T - 0 ) h (t) -

T=0

--«^(T)Q„(^/““ 'r-“ 0 ) “ (T)l,
где Q^„{ t )Ci { t ) Q^( t  — lu)C] (t), Qcp, (0 =  (/) Q,p (̂  —/г) C[ (/), h=--
=^min{/ri, ho).

3. Запаздывание в шумовых помехах. Пусть запаздывание входит не 
только в фазовые переменные, но и в щумовые помехи, действующие на 
систему

x{ t +Q) =A{ t ) x ( t )AAi ( t ) x ( t - h i )  +  G{t)w{t) +  Gi{t)w{t-lu),
щ(0 = 0, /< /о. (18)

В этом случае имеет место следующая
Теорема 4. Задача оптимальной фильтрации (18), (2)— (6) эквива­

лентна задаче оптимального управления системой (15) с функционалом:
-0

1 А ^ )  =  ( 1 / —  t o ) Q o z { t /  —  t o )  -  У  z'^ ( t f  —  to - ' r s ) Q , f . { t o  —  s  —  e )  X
s = ~ h i

X z { t f  — to — Q)-'r 2  [2^(t)Qx„(0  —T — 0 ) 2 (x)
T=0

- r  2г^(т) Q ^ .  ( ^ /  — X — 0 ) 2 ( x  —  h i ) - ; - 2 ^ ( T  — / i i )  (tf —  x —  в )  г (x —  hi)-'r 
22^(x)Q ,̂,„( /̂ — X — 0 )и(х) 2z'^{x — hi)Qwv, (tf — x — Q)ii (x)

-r «^(t) Q̂ .{tf — x — (-))u(x)],
где (0 =  G it) [t) G\ (t -p hi), (/) -  Gj (t A  hi) Q,„ {t) G] {t -- Ih), 
Qav, [t) =  Gj (/ -7- hi) Qwuii)-

Доказанные теоремы позволяют строить двойственные алгоритмы 
фильтрации, основанные на получении оптимального управления в со­
пряженных системах [2] и использовании соотношения (5).
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УДК 519.6
М. М. КОВАЛЕВ, НГУЕН НГИА

МНОГОГРАННИК МЕДИАН ГРАФА

Целые точки многогранника медиан графа служат допустимой об­
ластью дискретного аналога известной задачи Ферма—Вебера: в метри­
ческом пространстве найти местоположение точек, сумма расстояний ко­
торых до данных k точек минимальна. Подмечено, что симплекс-метод 
на .многограннике медиан графа почти всегда приводит к целочисленно­
му оптимуму, в связи с чем Спинетто в 1976 г. сформулировал проблему: 
изучить строение целочисленных вершин многогранника медиан графа. 
Результаты работ. [1—3] по частичному решению проблемы Спинетто 
обобщены в [4] (с.м. § 7); в [5] приведен критерий смежности целочислен­
ных вершин. В предлагаемой статье дается полное решение проблемы 
Спинетто.

Многогранник M{k, п) медиан графа задается условиями:

2  М; ^/еЛ'
'.о V(i, j )^Ny(.N,

1 V; е  М, 2  Mi = ( 1) - ( 2)

Aij^O V(i, j ) ^ N x N ,  (3) —(4)
где A =  {1, 2, . . . , n}.

Напомним (см. [4]), что многогранник М называется квазицелочис- 
ленны.м, если всякое ребро многогранника conv{M[\Z'^) является реб­
ром многогранника М. Многогранник называется связноцелочисленным, 
если подграф графа многогранника Л1, порожденный его целочисленны­
ми вершинами, является остовным подграфом графа многогранника 
conv(MnZ”).

Перейдем к формулировке основной теоремы о структуре вершин 
многогранника ^-медиан графа.

Теорема. Многогранник М (k, п) й-медиан графа является 
i) целочисленным п р и й = 1, ц —1,п;
Н) квазицелочисленным, но нецелочнсленным при k=2,  3, п—2;
Hi) связноцелочисленным, но не квазицелочисленным при 
—3. Доказательство теоремы основано на ряде лемм.

Лемма 1. Многогранник М{п),  заданный условиями (1), (3), (4), яв­
ляется квазицелочисленным.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введя фиктивные переменные
г/ii^O  V(i, /)еМ хМ , г^у, (5)

приведем ограничения (3) к виду:
Xii—Xij-\-yij=0 V(i, j ) ^ N x N ,  i ^ j .  (3')

Система ограничений (1), (3'), (4), (5) определяет в многогран­
ник, который будем обозначать М'{п). Сложением строк можем преоб­
разовать систему ограничений, задающих многогранник Ai'{n), к сле­
дующей эквивалентной форме; 2  х^ = 1 V/ е  N, Хи Д 2  Мр Ун ^

/елг рФ1реи
V (г, j ) ^ N X N ,  1ф},  V (t, j ) ^ N x N ,  y/,v>0V((, j ) ^ N X N ,

Последняя по теореме 7.2 из [4] определяет квазицелочисленный 
многогранник, откуда следует и квазнцелочисленность многогранника 
М («).

Лемма 2 [1]. Все целочисленные точки многогранника — вершины 
целочисленных граней f  (ш) =  {х е  М {к, п) : Хц =  0 V/ е  А\со} для 
каждого ^-подмножества со мнолсества N.

Лемма 3 [4]. Пусть со', d)"czN, |со' П ш"| = k — \, х' и х" — две целочис-
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