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О РЕШЕНИЯХ ОДНОГО КЛАССА ОБЫКНОВЕННЫХ  
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКАРассмотрим встречающееся в приложениях дифференциальное }'рав- нение [1] d2// / W  -^ л -Ф ( У ) -Ь / ^ ( х )  =  0,dx (1)где /(х), F [ х ) , Ф(г/) — вещественные голоморфные в окрестности точки (О, 0) функции, ф { у ) ф у ,  ф{у)  ^ co n st *.Групповой анализ этого уравнения при ф (у ) = К е х р у  (/C=const7^=0) проведен в работах [2, 3]. Ниже будет показано, что такая специализация функции Ф(у) является (с точностью до линейной замены неизвестной функции) необходимой для инвариантности уравнения (1) относительно однопараметрической группы преобразований.Пусть Х = 1 { х ,  y)dldx+y\{x,  y)dldy-\-li{^, У, y' )d!dy' + 1 п { х ,  у, у', 2

у")д1ду" — инфинитизимальный оператор [4]. Тогда определяющее уравнение для выражения (1) имеет вид
{Гу ' +  +

\У
о, (2)где штрих обозначает производную.Подставляя в (2) вместо £ц соответствующие выражения (см., например, [3]), имеем: ( Г У ' F ' ) l -г Ф'Ц Г - f { я , - г  У'% — У'1.  ̂~  У' Чу)- г+  ' х̂х +  у' Цху — у 1>хх у .̂ху ~  у (Тгу “Г у Чуу У \ху у у̂у) {fy 4“ +  Ф -|-/^)(11у— 2Ĥ . — Зу'Еу) =  0. Сравнивая в последнем соотношении коэффициенты при одинаковых степенях производной у', приходим к системе уравнений: ёУ1/ =  0>- / Е у- 2 | , у+ Н уу+3/Еу =  0, (3)

Ф'11 -f +  Яхх — F { %  — 2Е.,) — Ф (Лу — 2̂ д.) =  0.Из первых двух уравнений системы (3) получаем, чтоE =  B i(x ), т1=В2(х)г/+С2(х), (4)где функции Bi{x) ,  Bi{x)  и С 2 {х) определяются из последующих уравнений системы. Подставляя (4) в оставшиеся уравнения системы (3) и сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях у,  имеем:
f 'B ,  +  2B'2-~2B"i+fB[  =  0,

F ' B ,  -F- Ф' {Вду +  C ^ ) ^ f  {Вду ^  С 2) -г Вду - X C l - F  {Вду -  
— 2В'1) — Ф{В,_ — 2В[) =  0.Полученная система при сделанных ранее предположениях относительно Ф(г/) равносильна системе
f'B^ -'r2B'2 — 2B' lF- f B[  =  0,

F ' B^ + f C ' 2 - F C ' 2  — FB, ^i - 2FB[  =  0, (5)Ф ' (ВоУ +  Ca) -b/B2«/-b Вгг/ — Ф (Bo — 2Bi') =  0.Последнее соотношение системы выполнено лишь при В г = 0 . При этом условии получаем последовательно
Линейное уравнение изучено в классических работах С. Ли (см. [4]).74



ф 2В, Ф(У) =  /Сехр(г//|1), (6 )-(7 )где К  и (.1 — произвольные постоянные.Из соотношения (6) следует С 9 = —2 p S i, н далее два первых уравнения системы (5) перепишутся в видеB'i = /'Bi + f ' B i — 2pBi -i-2fBi =  0. ( 8)Из соотношений (8) получаем, что система (3) имеет нетривиальное решение тогда и только тогда, когда выполняется тол-сдествоЗы'  ̂— 2ии" — 2fuu' =  О, (9)
1 d In гг

d x

где и = F —2\x,f-—2\,if'.Если и ф О ,  то из соотношения (9) следует, что ф у н к ц и я gудовлетворяет уравнению Риккати v'—fv = —v^-j-f', т. е. v = f-\ -  +  ((exp(//(x)<i.r)) (С + е х р (—//(,v)dx)))-\ где С — произвольная постоянная.Е1з приведенных рассуждений следует
Теорема. Для того чтобы нелинейное уравнение (1) допускало непрерывную по параметру а группу преобразований

x * = g { x ,  у, а),  y* =  h{x,  у, а) ( 10)необходимо, чтобы функция Ф(г/) имела вид (7). Если это условие выполнено, то уравнение (1) допускает группу (10) тогда и только тогда, когда выполняется тождество (9).Преобразования (10) находятся как решения соответствующей задачи Коши. Подробнее см. [5]; там же указаны уравнения вида (1), допускающие непрерывную группу, общее решение которых можно построить по одному известному частному решению.
Пример. Уравнение у"-\-ау'-{-К exp{y/\i) -\-2ixa ‘̂= 0  допускает группу

In 1 Cl -г exp (— а (х -J- с^)) у.. у -г 2ра (х -г Са) у- 21п | Ci-Е ехр (— а (х - f  с,)) |, где q  и Со — параметры.Общее решение рассматриваемого уравнения имеет вид у = —2 а ц ( х +
+ С г ) — 2 ln |ci+ e x p ( —«(x-fca)) \-\-yd-----^ b i|c i  - f  exp (— a (x - f  c )̂) |, где
Ух (̂ ') — его частное решение.
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