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л. Е. ЗАБЕЛЛО
к И С С Л Е Д О В А Н И Ю  ПР ИБЛИ ЖЕ ННО Й  

НУЛЬ-УПРАВЛЯЕМОСТИ В Л И Н Е Й Н Ы Х  
Н Е С ТА Ц И О Н А Р Н Ы Х  СИСТЕМАХ С З А П А З Д Ы В А Н И Е МИсследуется одна из задач приближенной нуль-управляемости в ли­нейных нестационарных системах с запаздыванием. Основной результат (построение разрешающего задачу управления) опирается на спектраль­ные свойства ядра интегрального уравнения Фредгольма I рода, что сближает предлагаемый подход исследования с основным методом исследования управляемости и наблюдаемости линейных стационарных систем [1—3].1. Рассмотрим систему

x{t) =  A{t)x{t)  +  A, { t )x{t  -  h)A^ B { t ) u { t ) +  g { t ) , t  ti] =  T, (!)c начальным условием^o( •) =  {x(to) =  A'o, a (t ) =  ф (т ),  t e  [/о — h, /о)}, (2)где А — л-вектор положения системы; и — т-вектор управления из клас­са кусочно-непрерывных функций на Т, («(•) ^ C ( R ^ ,  Т)),  котороебудем называть допустимым, ф ( - ) ^  C{R^,  [to — h, /о]), C { R ” , Т) —заданные; ^ ( - ) .  Лг (•) е  С (Д ” Х", Т),  В { - ) ^  С  (R '̂X' ,̂ Т)\ u { t ) = Qi ,  
t >  ti — h, h >  Q — постоянное запаздывание.

Определение 1. Систему (1) назовем приближенно нуль-управляемой на Т, если для любого начального состояния (2) и любого е >  0 сущест­вует допустимое управление u { t ) = u { t ,  Х о ( - ) ,  е ) ,  t ^ T ,  для которого рещение систе.мы (1) удовлетворяет условиям
о

X (ti— h) =  0, \ х ' { t i -X s) X {ti ^  s) d s ^  г. (3)—лПусть F{t,  х )— фундаментальная матрица системы (1),
=  - F  it, x ) A [ x ) ^ F { t ,  x +  h ) A , { x  +  h), x < t ,

F[ t ,  t) = E ,  F{t ,  t )  =  0 ,  x > t .Допустимое управление, обеспечивающее приближенную управляемость системы (1), будем искать в виде
о

и [t) =  В'  (О [ f ' (Ц — h, t ) l  f F'  {h +  s, t) l  (s) ds, I e  R \

1 { - ) ^ L ^ { R \  [ _ / i ,  0]). (5)Запишем решение системы (1) при управлении (5) в форме Коши в мо­мент / i+ s , — используя теоре.му Фубини [4]:
о

л; ( ^ 1  -Ь S) =  К ( ^ 1  -L S, to) Хо j  К ( ^ 1  +S, ^о+^-г'^)Л 1 (^о-^^+х)ф(^о+т)с(т-|-
-h
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^1+S1 F  +  S, t) (B (0 и (0 -  g{t))dt  =  p (s) s) I

W (/i, s, r) / (r) dr, (6)—/Ip (s) =  F (ti, s, to) Xo -r \ F  {ti ~  s, to -r h +  x) Ai  (to -r hx-x) (f{to — x)dx~

i F (ti X-s,  x)q(x)dx ./.+sr ( / i - / z ,  s ) =  1 F ( h ^ s ,  t ) D ( t ) F ' ( h - ^ h ,  t)dt,  D(t)  =  B( t ) B' ( t ) ,
К h+^ /l+s

W(ti ,  s, r ) =  j F ( F - r S ,  t ) D ( t ) F '  (F~V r, t)dt.0̂Будем считать, что система (1) относительно управляема на [/о, Б—/г], т. е. существует матрица — h, —h).Задача 1. Указать условия, при которых допустимое управление, обеспечивающее выполнение (3), существует, и установить формулы для получения {/, /(•)}• Положим о
l =  W-^ ( F ~ ^ h - h )  — p (— h) — f W' (F , -  /I, r) I (r) dr. (7)

-hОчевидно, что независимо от /(•) при выбранном / из (6) следует x(/i — ft) =  0. Осталось подобрать нужным образом /(•)• С этой целью подставим (7) в (6); имеем: о
X (tyF^s)=p(s)—W (t  ̂— h, s ) W- ' ( t i  — li, — f t)p(— ft) -r i (U7 (̂ 1, s, r)—

— W ( F  — h, s)W- ^(t i  — h, ^ h ) W ( t u  — ft, r)) I (r) dr =  p (s) F-J W (ti, s, r) I (r) dr, ( 8 )
—h

p ( s ) =  p (s) — W(ti — ft, s) W~  ̂(ti — ft, —h) p ( —h ) ,
W(tu s, r ) =  W(ti,  s, r ) -  W ( t i - h ,  s ) W - ^ ( t i - h ,  - h ) W ( t i ,  - f t ,  r).Ядро W(ti,  s,  /■) является непрерывным, симметричным по s, г. Пока­жем, что при выполнении условия

оY (t, g,  g(-)) =- (g' F (U -  h, t) f g'  (s) F (ti +  s, t) ds) В (t) =  0,
—h

t ^ [ t o , t i  — h\, (9)
0для любого g ^ R " ,  g(-)  (R",  [— h, 0]), g'g- 'r \ g'  (s) g (s) d s ф O ,

_ядро W (ti, s, r) является полным. С этой целью убедимся, что уравнение 
о
\W (t-i, s, г) I (г) dr — О имеет только тривиальное рещение. Предполо- —лжим противное, т. е. существует ft’ (-). которого

о0 =  \ W (t-i, s, r)J°(r)dr,  s s [ — ft, 0). (10)
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Умножим (10) слева на /“ (s) и, полагая /<’ =  — \ U/-' —/г, —h) W {ti—h.
—h

г) P (г) dr, получим, интегрируя по s:
о =  I  /О' (s) j  W {ti, s, r) /0 (r) dr =  — I  /0' (s) W — h, s) ds X

—h —h —h0 0 0X  — - h ) W { t , ~ h ,  r ) l ^ r ) d r +  j  f P'{s)W{tuS, r) l {r)dsdr- -
—h —Л ~h0 0 0=  У  W — h, —h) 7» X  27«' ( \ r  s)P (s) ds X  f f 7«' (s) X

- h  
t ,—h

—h —h

X W { t i ,  s, r) P (r)dsdr =  J  y (  ̂ /“ (•)) Y'(^> P{- ))dt .0̂Однако это невозможно в силу предположения (9).Теорема 1. Для приближенной нуль-управляемости системы (1) необ­ходимо и достаточно выполнения условия (9).Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость.  Пусть система (1) прибли­женно нуль-управляема на Т, а условие (9) не выполняется для неко­торого единичного элемента ^°(-)}- Тогда из (6) имеем при Хо(-) =  О следующее выражение (с учетом сделанного предположения) при доста­точно малом 8“ >  0:о о h+s>  j  g°'  (s) X (ti - f  s) ds =  [ gO' (s) [ F  (Д s, t) q {t) dt ds X
—h —h to

h - h

+  I  У  p  — h, t)q (0 dt =  {q ( 0 = 0 , t > h  — h) =
ti-h

=  j  g ”'(s) j  F { t i  +  s, t ) q { t ) d t d s ^  J  g^ ' F{ t i  — h, t)'q]{t)dt—Л i i - h

ĵ0
t i—h / 0=  f f  ^ P  (O’-  h, t)]q it) dt. (11)

to ' - Л  'В силу произвольности q{t),  / е  [О, О — Л], неравенство (11) будет иметь место лишь при условии 
оJ  (s)f (О X s ,  t ) d s ^  F ( t ^ - h ,  0 = 0 ,  t ^ \ U ,  t i - h ] .  (12)

—hИз (12) получаем — =  J g°' (0 0 (0 +  s, 0 — h) ds. (13)
—hРассмотрим (11) при q (0 =  0, / e  [0, 0 — h]. Имеем 0 0E« >  j  g«' (s) X (O 'X  S) ds =  f gO' (s) F  (0 -!- S) j  F - ‘ (0 q (0 dtds, (14)—ft —h t ,—hгде f ( 0  удовлетворяет уравнению F (t) A (t) F  (t), F{to) =  E,  t ^ T ,  так как множество

Q{ R" ,  [— d, 0]) =  Ь (s) : g (s) =  1 (0 Д  )̂  ̂ (0 Д  t) dt,  9 ( 0 0  eI —/136



C { R ' ^ , [ - h ,  0])всюду плотно в пространстве [—h, 0]), то неравенство (14) в силуневырожденности s),  s е  [—h, 0], выполняется лишь при условииllg(-)IL'' =  0. Из последнего равенства и (13) следует =  0. Получили противоречие предположению относительно § “ (•)}• Необходимость доказана.Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть ри (s), s е  [—h, 0], Х,/;, й =  1, 2, . . . , — собственные функции и значения ядра W{tu s, г) интегрального уравне­ния Фредгольма I рода соответственно. Отметим, что система собствен­ных функций симметричного полного ядра W{ti,  s, г) полна (замкнута) [5] в L^{R” , [—h, 0]). Это означает, что для любого е >  0 найдутся чис­ла ал, й =  1, 2, . . . ,  такие, что при некотором конечном N =  N (е) вы­полняется неравенство
N

||р(-) — 2  е.
k=\В соотношении (8) положим

N/(г) =  — ft, 0],
(15)

(16)Л=1и, воспользовавшись (15), получим следующую оценку:
N

k=\=  l|ft(-) — •- r)pj , {r)dr\i^,= \p{- )  —
k=- —h

N

Ph ( ' ) I Ё- (17)
k—iИз (17) следует достаточность. Теорема доказана.С л е д с т в и е  1. Если выполнено условие (9), то управление (5), (7), (16) разрешает задачу 1.2. Дадим достаточное условие в разрешимости задачи 1, выражен­ное через параметры системы (1).Теорема 2. Система (1) приближенно нуль-управляема на Т, если выполнены условия:rank B { t ) =  п, t ^ [ t i  — 2ft, ti — ft],rank Ai (t) =  n, t e ,  [ti —- ft, /i],Л , ( - ) е  CW(/?T [ /i - 2f t ,  / i - f t ] ) .Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть cp(•) e  C(«(/?«, [/i — 2ft, — ft]),cp(/i — ft) =  0. Множество таких функций плотно в C{R^,  [ti—2h, ty—h]). Положим

u(t) =  \ ~  — ^) -Г 9(0 -Г Ф (0). t (U i  — ft], 0, < < / i —2ft.Имеем
x{t) ф (0 . [^ — 2ft, ^  — ft],

[tx -  2ft,
(18)отсюда следует о^ ( 0 =  jft'(^> t i - h s ) { ( p ( t i - \ - s ) ^ r q { t i + s ) ) d s ,  t ^ [ t y ~ h ,  tx], (19)
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л ~ лгде ф(̂ 1 +  s) = /4i(/i +  s)cp(/i — /г +  s), s ^ [ —h, 0]; ф, очевидно, обла­дает теми же аналитическими свойствами, что и ф. В силу сделанной оговорки относительно плотности для каждых е >  0, функции q най-Лдется функция ф, а следовательно, и ф такая, что из (19), согласно нера­венству Кош и— Буняковского, следует неравенство из (3). Равенство из (3) следует в силу (18).Теорема доказана.
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У Д К  519.852
Л. А. С А ВЕ Л О ВА

КОРРЕКТИРОВКА НАПРАВЛЕНИЯ В КОНЕЧНОМ  
МЕ ТОДЕ РЕШЕНИЯ ИНТЕРВАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ  

КВАДРАТИЧНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯРассмотрим задачу
f {х) =  с'х -{-х'D x j 2 т\п, Ь.̂ , ^  А х  ^  Ь*, d̂ , ^  х ^  d* , (1)где А =  А{1,  J ) — т X  п-матрица; m ^  п, / =  {1, . . . ,  т } ,  / =  {1, 2, . . .  . . . ,  п},  D =  D ( J ,  /)— п X  п-матрица; D =  D'  0.При создании конечного метода [1] решения задачи (1) возникает задача: построить новый опорный план {х, Коп},  такой что p(x. Коп) ^  ^  Р(х, Коп)— т], Т1 >  0. В данной работе предлагается метод решения этой задачи с помощью процедуры корректировки подходящего направ­ления. Здесь р =  р(х. Коп)— оценка субоптимальности, допускающая разложение: p(x, Коп) =  Р ( х ) р ( К о п ) , где р (х)— мера неоптимальности опорного плана; р(Коп) — мера неоптимальности опоры Коп [2].Пусть, согласно методу [1], построен опорный план задачи (1)

{х,  Коп), Р {х, Коп) > е ,  где х х +  й*'* I*- Направление I* и опора Коп =  {Ко, Кц, К+} построены по решению производной задачи [1]. Через ji  обозначим номер строки или столбца, на котором достигается шаг 0(*>. Исходя из этой информации построим множества: К(о) =  |/(о), Kn)}l
I ( 0 ) =  ( i  S  / о \ / ц -  J J i  = 0 ,  ct; =  0 } ,  J (H) =  { j  ^  J i i \ J ц1 А /  =  о ,  a j  =  0 } ,  где a ,, Uj получены из (2), (3).

щ  =  Я ц  (t, i) — [Я21 (г, /ц) Я~' (/ц, /ц) Я12 (Уц, г) ++  2Я21(с /ц) Я - ‘ (/ц, /ц)Я21 (/д, / )Я Я п (с  /ц)Яц‘ (/ц, /ц)Яп(/ц, i)V, (2)—  1

Я ц ( / о ,  / о )  =  {А- ^У D { J „  J , ) Aг ' -* on »Я ц ' (/ц, /ц) =  Я и ‘ (/ц, /ц); Я - ‘ (/ц, Уд) =  -Я К 2—1 /—1rt; Я 22 (/, /) [Я22 (/', Уц) Яц (У ц, у ц) Я 22 (Уц, /)+  2Я21(/, Уц)я-'(Уд, /ц)Я2,(/ц, /)-:-Я21(/, /д)Яц'(/д,/д)я;1(/д, /)]. (3) Здесь матрицы
К  i l { J  ц, I  о) =  Н  12 { I  о, '^н)~(^Оп) Я(Уд, Уд) (Лоп) Я(Уо, Уо)ЛопЛ(/д, У[,);
38


