
ÌÈÍÈÑÒÅÐÑÒÂÎ ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÐÅÑÏÓÁËÈÊÈ
ÁÅËÀÐÓÑÜ

ÁÅËÎÐÓÑÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

ÔÀÊÓËÜÒÅÒ ÏÐÈÊËÀÄÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ È
ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÈ

Êàôåäðà äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè è àëãîðèòìèêè

ÃÀÏÎÍÅÍÊÎ Àëåêñåé Ïàâëîâè÷

ÏÀÐÎÑÎ×ÅÒÀÍÈß Ñ ÏÐÅÄÏÈÑÀÍÍÛÌÈ ÑÂÎÉÑÒÂÀÌÈ Â
ÃÐÀÔÀÕ

Ìàãèñòåðñêàÿ äèññåðòàöèÿ

ñïåöèàëüíîñòü 1-31 80 09 ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü:
Îðëîâè÷ Þðèé Ëåîíèäîâè÷
çàâåäóþùèé êàôåäðîé ÁÌÈ,
êàíäèäàò ôèç.-ìàò. íàóê,
äîöåíò

Äîïóùåíà ê çàùèòå
� � 2021 ã.
Çàâ. êàôåäðîé äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè è àëãîðèòìèêè,
äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð
Â.Ì. Êîòîâ

Ìèíñê, 2021



ÐÅÔÅÐÀÒ

Ìàãèñòåðñêàÿ äèññåðòàöèÿ, 52 ñòðàíèöû, 32 ðèñóíêà, 13 èñòî÷íèêîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÏÀÐÎÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ, ÍÀÈÁÎËÜØÅÅÏÀÐÎÑÎ×Å-
ÒÀÍÈÅ, ÈÍÄÓÖÈÐÎÂÀÍÍÎÅ ÏÀÐÎÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ, ÍÅÑÂßÇÍÎÅ ÏÀÐÎ-
ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ,K-ÄÈÑÒÀÍÖÈÎÍÍÎÅÏÀÐÎÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ, ÂÇÂÅØÅÍÍÎÅ
ÈÍÄÓÖÈÐÎÂÀÍÍÎÅ ÏÀÐÎÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ.

Îáúåêò è ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ: ê îáúåêòó èññëåäîâàíèÿ îòíîñÿòñÿ
ðàçëè÷íûå òèïû ïàðîñî÷åòàíèé. Ê ïðåäìåòó èññëåäîâàíèÿ îòíîñÿòñÿ ñëîæ-
íîñòíîé ñòàòóñ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïàðîñî÷åòàíèÿìè, è õàðàêòåðèçàöèè ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ êëàññîâ ãðàôîâ.

Öåëü ðàáîòû: ïîëó÷åíèå íîâûõ è îáîáùåíèå óæå èçâåñòíûõ ðåçóëüòà-
òîâ, ñâÿçàííûõ ñ íåñâÿçíûìè, k-äèñòàíöèîííûìè è èíäóöèðîâàííûìè ïàðî-
ñî÷åòàíèÿìè.

Ðåçóëüòàòû: äîêàçàíà ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è íàõîæäå-
íèÿ íàèáîëüøåãî íåñâÿçíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â êëàññå äåðåâüåâ. Óñòàíîâëå-
íà NP -ïîëíîòà çàäà÷è íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî èíäóöèðîâàííîãî ïàðîñî-
÷åòàíèÿ â îïðåäåë¼ííîì êëàññå ãðàôîâ. Ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû äëÿ
âçâåøåííûõ èíäóöèðîâàííûõ ïàðîñî÷åòàíèé, íåñâÿçíûõ ïàðîñî÷åòàíèé è k-
äèñòàíöèîííûõ ïàðîñî÷åòàíèé.

Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ: ¾Îáëàñòè ýôôåêòèâíîñòè¿ çàäà÷ î ðàçëè÷íûõ
âèäàõ ïàðîñî÷åòàíèé � òî åñòü êëàññû ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ óêàçàííûå çàäà÷è
ìîãóò áûòü ðåøåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

2



ÐÝÔÅÐÀÒ

Ìàãiñòàðñêàÿ äûñåðòàöûÿ, 52 ñòàðîíêi, 32 ìàëþíêà, 13 êðûíiö.

Êëþ÷àâûÿ ñëîâû: ÏÀÐÀÑÀ×ÛÒÀÍÅ, ÍÀÉÁÎËÜØÛßÏÀÐÀÑÀ×Û-
ÒÀÍß, IÍÄÓÊÀÂÀÍÀÅ ÏÀÐÀÑÀ×ÛÒÀÍÅ, ÍßÇÂßÇÀÍÀÅ ÏÀÐÀÑÀ×Û-
ÒÀÍÅ,K-ÄÛÑÒÀÍÖÛÉÍÀÅÏÀÐÀÑÀ×ÛÒÀÍÅ, ÓÇÂÀÆÀÍÀÅ IÍÄÓÊÀ-
ÂÀÍÀÅ ÏÀÐÀÑÀ×ÛÒÀÍÅ.

Àá'åêò i ïðàäìåò äàñëåäàâàííÿ: äà àá'åêòó äàñëåäàâàííÿ ñòàâÿö-
öà ðîçíûÿ ïàðàñà÷ûòàíÿ. Ïðàäìåòàì äàñëåäàâàííÿ ç'ÿ²ëÿþööà ñêëàäàâàíûé
ñòàòóñ çàäà÷ àá ïàðàñà÷ûòàíÿõ i õàðàêòàðûçàöûi êëàñà² ãðàôà².

Ìýòà ðàáîòû: àòðûìàííå íîâûõ i àáàãóëüíåííå ²æî âÿäîìûõ âûíiêà² àá
íÿçâÿçàíûõ ïàðàñà÷ûòàíÿ², k-äûñòàíöûéíûõ ïàðàñà÷ûòàíÿ² i iíäóêàâàíûõ
ïàðàñà÷ûòàíÿ².

Âûíiê: äàêàçàíà ïàëÿíîìíàÿ âûðàøàëüíàñöü çàäà÷û çíàõîäæàííÿ íÿñ-
êëàäàíàãà ïàðàñà÷ûòàíÿ ó êëàñå äðý². Óñòàëÿâàíà NP -ïà²íàòà çàäà÷û çíà-
õîäæàííÿ íàéáîëüøàãà iíäóêàâàíàãà ïàðàñà÷ûòàíÿ ² ïý²íûì êëàñå ãðàôà².
Àòðûìàíû íîâûÿ âûíiêi äëÿ ²çâàæàíàãà iíäóêàâàíàãà ïàðàñà÷ûòàíÿ, íÿçâÿ-
çàíàãà ïàðàñà÷ûòàíÿ i k-äûñòàíöûéíàãà ïàðàñà÷ûòàíÿ.

Âîáëàñöü ïðûìÿíåííÿ: ¾Âîáëàñöi ýôåêòû²íàñöi¿ çàäà÷ àá ðîçíûõ âi-
äàõ ïàðàñà÷ûòàíÿ² � iíàêø êàæó÷û êëàñà² ãðàôà², äëÿ ÿêiõ ïàçíà÷ûíàÿ
çàäà÷à ìîæà áûöü âûðàøàíà çà ïàëÿíîìíûé ÷àñ.

3



ABSTRACT

Master thesis, 52 pages, 32 drawings, 13 sources.

Keywords: MATCHING, MAXIMUMCARDINALITYMATCHING, INDUCED
INDUCED MATCHING, WEIGHTED INDUCED MATCHING, K-DISTANCE
MATCHING, DISCONNECTED MATCHING.

Object and subject of research: object of this research is various types
of matchings. Subjects of this research are computational complexity of problems
related to matchings and characterizations of graph classes.

Objective: obtaining new and improving some well known results related to
disconnected matching, k-distance matching and induced matching.

The result: It was proved that the problem about disconnected matching
can be solved in polynomial time if the graph is a tree. Also was obtained NP -
complexity of the induced matching problem in a speci�c graph class. New results
are received on weighted induced matching, disconnected matching and k-distance
matching.

The scope: ¾E�ciency domains¿ of various types of matchings problems
that is graph classes for which these problems can be solved in polynomial time.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïàðîñî÷åòàíèåì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ïîïàð-
íî íåñìåæíûõ ðåáåð. Ñðåäè ìíîãî÷èñëåííûõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé â
òåîðèè ãðàôîâ ïàðîñî÷åòàíèÿ çàíèìàþò âèäíîå ìåñòî. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ
íàèáîëüøåãî ïî ìîùíîñòè ïàðîñî÷åòàíèÿ â ãðàôå èìååò øèðîêèå ïðàêòè-
÷åñêèå è òåîðåòè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ. Ýòà çàäà÷à âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè
ïðîåêòèðîâàíèè êîììóíèêàöèîííûõ ñåòåé è ðàçìåùåíèè ïðîèçâîäñòâåííîãî
îáîðóäîâàíèÿ, ïðè ïëàíèðîâàíèè è îïòèìàëüíîé îðãàíèçàöèè ðàáîòû òðàíñ-
ïîðòíûõ ñðåäñòâ, ïðè îðãàíèçàöèè ïàðàëëåëüíûõ è êîíâåéåðíûõ âû÷èñëåíèé.
Òåîðèÿ ïàðîñî÷åòàíèé èíèöèèðîâàëà èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðíûõ è àëãîðèò-
ìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ãðàôîâ è ïðèâåëà êî ìíîãèì âàæíûì ðåçóëüòàòàì.

Íàñòîÿùàÿ ìàãèñòåðñêàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñïåöè-
àëüíûõ ïàðîñî÷åòàíèé â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ãðàôîâ. Ïîä ñïåöèàëüíûì ïàðî-
ñî÷åòàíèåì ïîíèìàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñìåæíûõ ðåáåð ãðàôà ñ äî-
ïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì, íàêëàäûâàåìûì íà ïîäãðàô, ïîðîæäåííûé êîíöå-
âûìè âåðøèíàìè ïàðîñî÷åòàíèÿ. Åñëè óêàçàííûé ïîäãðàô îáëàäàåò òåîðåòè-
êî-ãðàôîâûì ñâîéñòâîì P , òî ñîîòâåòñòâóþùåå ïàðîñî÷åòàíèå íàçûâàåòñÿ P -
ïàðîñî÷åòàíèåì. Ê òàêèì ïàðîñî÷åòàíèÿì (â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâà P ) îò-
íîñÿòñÿ èíäóöèðîâàííûå ïàðîñî÷åòàíèÿ, íåñâÿçíûå ïàðîñî÷åòàíèÿ, àöèêëè-
÷åñêèå ïàðîñî÷åòàíèÿ, ñâÿçíûå ïàðîñî÷åòàíèÿ è äð.

Óêàçàííûå òèïû ïàðîñî÷åòàíèé äîñòàòî÷íî èíòåíñèâíî èññëåäóþòñÿ â
íàñòîÿùåå âðåìÿ, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò íàëè÷èå îêîëî ñîòíè ïóáëèêàöèé ïî
äàííîé òåìàòèêå òîëüêî â âåäóùèõ ìåæäóíàðîäíûõ æóðíàëàõ. Ìàãèñòåðñêàÿ
äèññåðòàöèèÿ ïîñâÿùåíà óñòàíîâëåíèþ ñëîæíîñòíîãî ñòàòóñà çàäà÷, ñâÿçàí-
íûõ ñ P -ïàðîñî÷åòàíèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, çàäà÷ ãäå íóæíî íàéòè íàèáîëüøåå
ïî ìîùíîñòè P -ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôàõ èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà.

Åù¼ îäíî íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé â äèññåðòàöèè ñâÿçàíî ñ ãðàôà-
ìè, âñå ìàêñèìàëüíûå íåñâÿçíûå ïàðîñî÷åòàíèÿ êîòîðûõ èìåþò îäèíàêîâóþ
ìîùíîñòü. Ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ ãðàôîâ íå ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì, ò. å.
íå çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óäàëåíèÿ âåðøèíû. Â ìàãèñòåðñêîé äèñ-
ñåðòàöèè óñòàíîâëåíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé
ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ íàñëåäñòâåííûé ïîäêëàññ �� êëàññ èäåàëüíûõ
ãðàôîâ ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ íåñâÿçíûõ ïàðîñî÷åòàíèé �� è íàéäåíà
õàðàêòåðèçàöèÿ ýòîãî ïîäêëàññà â òåðìèíàõ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ìèíèìàëü-
íûõ çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò
ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ êëàññà èäåàëüíûõ ãðà-
ôîâ ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ íåñâÿçíûõ ïàðîñî÷åòàíèé.
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1 ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß Î ÃÐÀÔÀÕ

1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü G = (V,E) � ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è ìíîæåñòâîì ð¼áåð
E. Ïîðÿäêîì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âåðøèí â ýòîì ãðàôå è îáîçíà÷àåòñÿ
|V |. Ðåáðî ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè v, u ãðàôà G îáîçíà÷àåòñÿ êàê vu. Äâå
âåðøèíû u è v ãðàôà G íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè uv ∈ E(G). Ð¼áðà e
è e1 ãðàôà G íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè îíè îáà èìåþò îáùóþ âåðøèíó.
Ãîâîðÿò, ÷òî âåðøèíà v èíöèäåíòíà ðåáðó e ãðàôà G, åñëè ðåáðî e � ýòî ðåáðî
ìåæäó âåðøèíîé v è êàêîé-òî äðóãîé âåðøèíîé. Îêðóæåíèåì âåðøèíû v ∈
V (G) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âåðøèí ñìåæíûõ ñ âåðøèíîé v è îáîçíà÷àåòñÿ
êàê N(v). Ñòåïåíüþ âåðøèíû v ãðàôà G ÿâëÿåòñÿ ìîùíîñòü å¼ îêðóæåíèÿ è
îáîçíà÷àåòñÿ êàê deg(v).

Ãðàô G íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ åãî âåðøèí ñóùå-
ñòâóåò ïðîñòàÿ öåïü ñîåäèíÿþùàÿ ýòè âåðøèíû, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðàô
íàçûâàþò íåñâÿçíûì.

Ïîäãðàôîì ãðàôà G(V,E) íàçûâàåòñÿ ãðàô G1(V1, E1), òàêîé ÷òî V1 ∈ V

è E1 ∈ E. Åñëè ïðè ýòîì åù¼ è âûïîëíÿåòñÿ, ÷òî ∀v, u ∈ V1 vu ∈ E ñëåäóåò,
÷òî uv ∈ E1, òî ãðàô G1 íàçûâàåòñÿ ïîðîæä¼ííûì ïîäãðàôîì.

Êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè â ãðàôå G íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé (ïî âêëþ-
÷åíèþ) ñâÿçíûé ïîäãðàô ãðàôà G. Êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè êîòîðàÿ ñîñòîèò
òîëüêî èç îäíîé âåðøèíû áóäåì íàçûâàòü èçîëèðîâàííîé âåðøèíîé.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷åñêèì, åñëè â í¼ì íåò öèêëîâ. Ñâÿçíûé, àöèê-
ëè÷åñêèé ãðàô íàçûâàåòñÿ äåðåâîì, à ãðàô, êîòîðûé ñîñòîèò èç äåðåâüåâ �
ëåñîì. Äåðåâüÿ � êëàññ ãðàôîâ ñîñòîÿùèé òîëüêî èç äåðåâüåâ.

Ãîâîðÿò, ÷òî ãðàô G = (VG, EG) èçîìîðôåí ãðàôó H = (VH , EH), åñëè
ñóùåñòâóåò áèåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ f : VG → VH òàêàÿ, ÷òî u, v ∈ G ñìåæíû
äðóã äðóãó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðøèíû f(u) è f(v) ñìåæíû â ãðàôå
H.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ïëîñêèì, åñëè íèêàêèå äâà ðåáðà ýòîãî ãðàôà íå ïåðåñå-
êàþòñÿ (äîïóñêàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå â âåðøèíàõ). Ãðàô èçîìîðôíûé ïëîñêîìó
ãðàôó íàçûâàåòñÿ ïëàíàðíûì.

Ãðàô G íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ∀v, u ∈ V (G) âåðøèíû u è v ÿâëÿþòñÿ
ñìåæíûìè. Ïîëíûé ãðàô ïîðÿäêà n îáîçíà÷àåòñÿ êàê Kn.

Ãðàô G ïîðÿäêà n ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé öåïüþ, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì,à
òàêæå ðîâíî äâå åãî âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü 1, è ðîâíî n−2 âåðøèíû èìåþò
ñòåïåíü 2. Îáîçíà÷àåòñÿ òàêîé ãðàô êàê Pn.
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Ãðàô G íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå äâà íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà A è B ìíîæåñòâà V (G), ÷òî íèêàêèå äâå âåðøèíû èç
îäíîãî ïîäìíîæåñòâà íå ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè è A ∪B = V (G).

Ãðàô G íàçûâàåòñÿ 2K2, åñëè îí ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
K2.

Ãðàô G ñ äîëÿìè A è B íàçûâàåòñÿ ïîëíûì äâóäîëüíûì, åñëè ëþáûå äâå
âåðøèíû èç ðàçíûõ äîëåé ñìåæíû. Îáîçíà÷àåòñÿ òàêîé ãðàô êàê Kn,m, ãäå
|A| = n, |B| = m.

• • • • • •

• • • • • •

• • •
Ðèñóíîê 1

Íà ðèñóíêå 1 ñëåâà íàïðàâî èçîáðàæåíû K5, P5 è K2,3 ãðàôû.

Ãðàô L(G) íàçûâàåòñÿ ð¼áåðíûì ãðàôîì G, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) Ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà L(G) åñòü ìíîæåñòâî ð¼áåð ãðàôà G.
2) Äâå âåðøèíû v, u ∈ V (L(G)) ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñîîòâåòñòâóþùèå èì ð¼áðà ñìåæíû â ãðàôå G.

v1 v2 v1v3 v2v3

v3 v3v4

v4

Ðèñóíîê 2

Íà ðèñóíêå 2 ñëåâà èçîáðàæåí ãðàô G, à ñïðàâà åãî ð¼áåðíûé ãðàô L(G).

Ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè u, v ∈ V (G) íàçûâàåòñÿ ÷èñ-
ëî ð¼áåð â êðàò÷àéøåì ïóòè ìåæäó äâóìÿ ýòèìè âåðøèíàìè è îáîçíà÷à-
åòñÿ dist(u, v). Ðàññòîÿíèåì â ãðàôå G(V,E) ìåæäó âåðøèíîé v ∈ V è
ðåáðîì e ∈ E íàçûâàåòñÿ äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó v è ëþáîé âåð-
øèíîé ðåáðà e, è îáîçíà÷àåòñÿ êàê dist(v, e). Ðàññòîÿíèåì ìåæäó ð¼áðà-
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ìè e1, e2 ∈ E â ãðàôå G(V,E) íàçûâàåòñÿ äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæ-
äó e1 è ëþáîé âåðøèíîé ðåáðà e2 è îáîçíà÷àåòñÿ êàê dist(e1, e2). Ðàññòîÿ-
íèåì ìåæäó äâóìÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ìíîæåñòâàìè ð¼áåð K1 è K2 îïðå-
äåëèì êàê min({dist(e1, e2)|∀e1 ∈ K1,∀e2 ∈ K2}), è áóäåì îáîçíà÷àòü êàê
dist(K1, K2). Ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ ãðàôàìè G è H áóäåì íàçûâàòü
âåëè÷èíó min({dist(v1, v2)|∀v1 ∈ V (G),∀v2 ∈ V (H)}).

Ãðàô G áóäåì íàçûâàòü (H1, ..., Hk)-ñâîáîäíûì, åñëè ãðàô G íå ñîäåðæèò
H1, ..., Hk â êà÷åñòâå ïîðîæä¼ííûõ ïîäãðàôîâ.

1.2 Ïàðîñî÷åòàíèå

Ïóñòü äàí ãðàôG = (V,E).Ïàðîñî÷åòàíèå M â ãðàôåG � ýòî ìíîæåñòâî
ïîïàðíî íåñìåæíûõ ð¼áåð, èíà÷å ãîâîðÿ, ð¼áåð ó êîòîðûõ íåò îáùèõ âåðøèí.

Ìîùíîñòüþ ïàðîñî÷åòàíèÿ M íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ð¼áåð, âõîäÿùèõ â
ýòî ïàðîñî÷åòàíèå. Ìîùíîñòü ïàðîñî÷åòàíèÿ M îáîçíà÷àåòñÿ êàê |M |.

Ïàðîñî÷åòàíèåM ãðàôàG íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè îíî íå ñîäåð-
æèòñÿ íè â êàêîì äðóãîì ïàðîñî÷åòàíèè ãðàôà G, èíûìè ñëîâàìè, ê ýòîìó
ïàðîñî÷åòàíèþ íåâîçìîæíî äîáàâèòü íè êàêîå äðóãîå ðåáðî ãðàôà G, êîòîðîå
áû íå ÿâëÿëîñü ñìåæíûì ñî âñåìè äðóãèìè ð¼áðàìè ýòîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ.

Ïàðîñî÷åòàíèå M ãðàôà G, êîòîðîå ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
ð¼áåð íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì ïàðîñî÷åòàíèåì. Òî åñòü åñëè M íàèáîëüøåå
ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà G, òî â ãðàôå G íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ
M1, ÷òî |M1| > |M |.

Ëþáîå íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, îäíàêî íå
êàæäîå ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì.

• •

• • • • • •

• • • •

Ðèñóíîê 3

Ïðèìåð òîãî, ÷òî íå êàæäîå ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå ÿâëÿåòñÿ íàè-
áîëüøèì. Ñëåâà íà ðèñóíêå 3 èçîáðàæåíî (âîëíèñòûìè ð¼áðàìè) ìàêñèìàëü-
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íîå ïàðîñî÷åòàíèå, îäíàêî îíî íå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì. Ñïðàâà íà ðèñóíêå
3 èçîáðàæåíî óæå íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå.

Çàäà÷ó ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ ÷àùå âñåãî ìîæíî ðåøèòü
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ òåõíèêè æàäíîãî àëãîðèòìà. Çàäà÷à
æå ïîèñêà ìîùíîñòè íàèáîëüøåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî
ðàçðåøèìîé [13].

Ïóñòü M � ýòî ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå G. Îáîçíà÷èì ãðàô ïîðîæä¼ííûé
ìíîæåñòâîì âåðøèí ð¼áåð â M , êàê G[M ].

Ïàðîñî÷åòàíèåM íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè |G| = |G[M ]|. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî ëþáîå ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì.

Ïî÷òè ñîâåðøåííûì ïàðîñî÷åòàíèåì íàçûâàåòñÿ òàêîå ïàðîñî÷åòàíèå
M , ÷òî |G| − 1 = |G[M ]|.

M íàçûâàåòñÿ P -ïàðîñî÷åòàíèåì, åñëè G[M ] èìååò ñâîéñòâî P , ãäå P �
ýòî êàêîå-òî ñâîéñòâî â ãðàôå G (íàïðèìåð äâóäîëüíîñòü). Íàèáîëüøèì P -
ïàðîñî÷åòàíèåì â ãðàôå G íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå (ïî êîëè÷åñòâó ð¼áåð) ïà-
ðîñî÷åòàíèå, ñðåäè òåõ ïàðîñî÷åòàíèé, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî P .
Ìàêñèìàëüíûì P -ïàðîñî÷åòàíèåì â ãðàôå G íàçûâàåòñÿ P -ïàðîñî÷åòàíèå,
êîòîðîå íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîìó äðóãîì P -ïàðîñî÷åòàíèè ãðàôà G. Ìîù-
íîñòü íàèáîëüøåãî P -ïàðîñî÷åòàíèÿ áóäåì îáîçíà÷èì êàê BP (G) è áóäåì íà-
çûâàòü ÷èñëîì P -ïàðîñî÷åòàíèÿ. Ìîùíîñòü íàèìåíüøåãî P -ïàðîñî÷åòàíèÿ
ñðåäè âñåõ ìàêñèìàëüíûõ P -ïàðîñî÷åòàíèé â ãðàôå G áóäåì îáîçíà÷àòü
B̄P (G).

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ P -ïàðîñî÷åòàíèé, êîòîðûå è áóäóò â
îñíîâíîì èçó÷àòüñÿ íàìè â ýòîé ðàáîòå:

1) Åñëè ñêàçàòü, ÷òî ñâîéñòâî P � ýòî ñâîéñòâî áûòü ãðàôîì, òî P -
ïàðîñî÷åòàíèå � ýòî îáû÷íîå ïàðîñî÷åòàíèå, à ÷èñëî ïàðîñî÷åòàíèÿ â ýòîì
ñëó÷àå áóäåì îáîçíà÷àòü êàê B1(G).

2) Ïàðîñî÷åòàíèå M íàçûâàåòñÿ èíäóöèðîâàííûì, åñëè íèêàêèå äâà ðåá-
ðà e1, e2 ∈M íå èìåþò îáùåãî ñìåæíîãî ðåáðà â ãðàôå G (äðóãèìè ñëîâàìè
dist(e1, e2) ≥ 2), à ÷èñëî èíäóöèðîâàííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå áó-
äåì îáîçíà÷àòü êàê B∗(G).

3) Ïàðîñî÷åòàíèå M íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè G[M ] ñâÿçíûé ãðàô, à
÷èñëî ñâÿçíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå áóäåì îáîçíà÷àòü êàê Bc(G).

4) Ïàðîñî÷åòàíèå M íàçûâàåòñÿ íåñâÿçíûì, åñëè |M | = 1 èëè G[M ]
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íåñâÿçíûé ãðàô, à ÷èñëî íåñâÿçíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå áóäåì îáî-
çíà÷àòü êàê Bdc(G).

5) Ïàðîñî÷åòàíèå M íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷åñêèì åñëè G[M ] � àöèêëè÷å-
ñêèé ãðàô (ãðàô â êîòîðîì íåò öèêëîâ), à ÷èñëî àöèêëè÷åñêîãî ïàðîñî÷åòà-
íèÿ â ýòîì ñëó÷àå áóäåì îáîçíà÷àòü êàê Bac(G).

6) Ïàðîñî÷åòàíèå M íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííûì, åñëè ëèáî ïàðîñî÷åòà-
íèå ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîãî ðåáðà, ëèáî åñëè ãðàô G[M ] íå èìååò íè îäíîé
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè èçîìîðôíîé K2. ×èñëî èçîëèðîâàííîãî ïàðîñî÷åòà-
íèÿ îáîçíà÷àåòñÿ Bif(G).

7) Ïàðîñî÷åòàíèå M íàçûâàåòñÿ ñòðîãî íàèáîëüøèì, åñëè ãðàô G[M ]
èìååò ðîâíî îäíî íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå. ×èñëî ñòðîãî íàèáîëüøåãî ïà-
ðîñî÷åòàíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ êàê Bur(G). [2]

Ìîùíîñòü íàèìåíüøåãî ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â ãðàôå G îáî-
çíà÷àåòñÿ êàê B̄1(G), à ÷èñëà íàèìåíüøèõ ìàêñèìàëüíûõ P -ïàðîñî÷åòàíèé
ãäå P � ýòî ñâîéñòâî èíäóöèðîâàííîñòè, ñâÿçíîñòè, íåñâÿçíîñòè, àöèêëè÷íî-
ñòè, èçîëèðîâàííîñòè è ñâîéñòâî áûòü ñòðîãî íàèáîëüøèì, îáîçíà÷àþòñÿ êàê
B̄∗(G), B̄c(G), B̄dc(G), B̄ac(G), B̄if(G) è B̄ur(G) ñîîòâåòñòâåííî.

Íà ðèñóíêå 4 èçîáðàæåí ãðàô G, äëÿ êîòîðîãî Bdc, B1 è B∗ ïîïàðíî
ðàçëè÷íû, à òî÷íåå B1 = 5, B∗ = 3, Bdc = 4.

• • • • • •

• • • • • •

• • • • • •

• • • • • •

• • • • • •

(a) (b) (c)

Ðèñóíêå 4

Âîëíèñòûå ð¼áðà îçíà÷àþò, ÷òî îíè âõîäÿò â ïàðîñî÷åòàíèå. Íà ðèñóíêàõ
(a), (b), (c) îòîáðàæåíû íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå, íàèáîëüøåå èíäóöèðî-
âàííîå ïàðîñî÷åòàíèå, íàèáîëüøåå íåñâÿçíîå ïàðîñî÷åòàíèå ñîîòâåòñòâåííî.
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Ãðàô G íàçîâ¼ì ãðàôîì ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ ïàðîñî÷åòàíèé,
åñëè âñå ìàêñèìàëüíûå ïàðîñî÷åòàíèÿ ýòîãî ãðàôà èìåþò îäèíàêîâóþ ìîù-
íîñòü.

Áóäåì íàçûâàòü G � ãðàôîì ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ èíäóöèðîâàí-
íûõ ïàðîñî÷åòàíèé, åñëè âñå ìàêñèìàëüíûå èíäóöèðîâàííûå ïàðîñî÷åòàíèÿ
ýòîãî ãðàôà èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü. Êëàññ òàêèõ ãðàôîâ áóäåì îáîçíà-
÷àòü êàê A2. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ òàêîãî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ co−NP -ïîëíîé.
Ïîäðîáíî îá ýòîì ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ñòàòüå [9].

Ãðàô G íàçîâ¼ì èäåàëüíûì ãðàôîì ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ èíäó-
öèðîâàííûõ ïàðîñî÷åòàíèé, Åñëè ëþáîé ïîðîæä¼ííûé ïîäãðàô H ãðàôà G
ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ èíäóöèðîâàííûõ ïàðîñî÷åòà-
íèé. Òàêîé êëàññ ãðàôîâ áóäåì îáîçíà÷àòü A∗2.

• • •

• • • • • • •

• • • • •

• • • •

• • •

• • •

• • •

(a) (b) (c)

Ðèñóíêå 5

Íà ðèñóíêå (a) èçîáðàæåí ãðàô ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ ïàðîñî÷å-
òàíèé, íà ðèñóíêå (b) èçîáðàæåí ãðàô ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ èíäóöè-
ðîâàííûõ ïàðîñî÷åòàíèé, à íà ðèñóíêå (c) (P4)-ñâîáîäíûé ãðàô.

1.3 Èçâåñòíûå óòâåðæäåíèÿ
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Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G èìååò ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

B∗ ≤ Bac ≤ Bur ≤ B1,
B∗ ≤ Bdc ≤ B1,
Bc ≤ Bif ≤ B1.

Âñå äàííûå óòâåðæäåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åííû èç òîãî ôàêòà, ÷òî åñëè
äëÿ P -ïàðîñî÷åòàíèÿ è P1-ïàðîñî÷åòàíèÿ âûïîëíÿåòñÿ P ⊂ P1, òî BP ≤ BP1

[2].

Òåîðåìà 1. Åñëè G ñâÿçíûé, òî Bc(G) = Bif(G) = B1(G). [2]

Èíòåðåñ òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ çàäà÷ ñâÿçàííûõ ñ P -
ïàðîñî÷åòàíèÿìè. Çàäà÷à ïîèñêà ìîùíîñòè íàèáîëüøåãî îáû÷íîãî ïàðîñî-
÷åòàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé [13]. Îäíàêî è çàäà÷à ïîèñêà
÷èñëà ñòðîãî íàèáîëüøåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ, è çàäà÷à ïîèñêà èíäóöèðîâàííîãî
ïàðîñî÷åòàíèÿ ÿâëÿþòñÿ NP -òðóäíûìè [2, 10].

Â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî çàäà÷à ïðîâåðêè äî-
ñòîâåðíîñòè íåðàâåíñòâà B∗ ≥ k ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé â îïðåäåë¼ííîì êëàññå
ãðàôîâ. Â ãëàâå ïðî èíäóöèðîâàííûå ïàðîñî÷åòàíèÿ ìû óëó÷øèì ýòîò ðå-
çóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Çàäà÷à ïðîâåðêè äîñòîâåðíîñòè íåðàâåíñòâà B∗ ≥ k â êëàññå
ïëàíàðíûõ ð¼áåðíûõ ãðàôîâ îò ïëàíàðíûõ äâóäîëüíûõ, ìàêñèìàëüíàÿ ñòå-
ïåíü âåðøèí êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò ÷åòûðå ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé [1].

Äîñòàòî÷íî èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå íåñâÿçíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ. Ñëîæ-
íîñòíîé ñòàòóñ çàäà÷è ïîèñêà ÷èñëà íàèáîëüøåãî íåñâÿçíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ
ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñîì äî ñèõ ïîð. Îäíèì èç èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ
äëÿ íåñâÿçíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G, êîòîðûé ïðèíàäëåæèò êëàññó äåðåâüåâ
âûïîëíÿåòñÿ: B1(G)− 1 ≤ Bdc(G) ≤ B1(G). [2]

Îäíàêî äàæå çíàÿ, ÷òî â êëàññå äåðåâüåâ ÷èñëî íàèáîëüøåãî íåñâÿçíîãî
ïàðîñî÷åòàíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ (êîòîðûå ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ), ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ ýòîé çàäà÷è â êëàñ-
ñå äåðåâüåâ áûë íåèçâåñòåí. Â äàëüíåéøåì ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòà çàäà÷à ïî-
ëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà è ïðèâåä¼ì àëãîðèòì.
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Òàêæå ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ íàèìåíüøèõ ìàêñèìàëü-
íûõ ïàðîñî÷åòàíèé. Íàïðèìåð èçâåñòíî, ÷òî:

Òåîðåìà 4. Åñëè G ñâÿçíûé, òî B̄1(G) ≤ B̄if(G) ≤ B̄c(G) [2].

Çàäà÷à ïîèñêà B̄ac(G) ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé [2] è òàêîé æå ÿâëÿåòñÿ çà-
äà÷à ïîèñêà B̄1(G) [12].

Âàæíî áóäåò óïîìÿíóòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, îáîáùåíèÿ êîòîðîãî ìû
ïîëó÷èì ñðàçó äëÿ íåñêîëüêèõ ïàðîñî÷åòàíèé.

Òåîðåìà 5. Ãðàô G ∈ A∗2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G ÿâëÿåòñÿ (H1
1 ,

H1
2 , H

1
3 )-ñâîáîäíûì [9], ãäå:

• • •

• • • • • •

• • • • • •

H1
1 H1

2 H1
3

Ðèñóíîê 6

1.4 Ïðèëîæåíèå ïàðîñî÷åòàíèé

Ïîìèìî íàó÷íîãî èíòåðåñà ìîòèâàöèåé ê èçó÷åíèþ ïàðîñî÷åòàíèé ñëó-
æèò íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèå çíàíèé î íèõ íà ïðàêòèêå. Â ÷àñòíîñòè çà-
äà÷à ïîèñêà èíäóöèðîâàííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ è çàäà÷à ïîèñêà âçâåøåííîãî
èíäóöèðîâàííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ ïðèìåíèìà â ñåòåâûõ çàäà÷àõ. Â ýòîé çàäà-
÷å ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñòü äâóäîëüíûé ãðàô G ñ ìíîæåñòâîì ð¼áåð E è
äîëÿìè X è Y . Âñå âåðøèíû äîëè X � ýòî øèðîêîâåùàòåëüíûå ïåðåäàò÷èêè,
à âñå âåðøèíû Y � ýòî ïðè¼ìíèêè. Ïåðåäà÷à èíôîðìàöèè îò âñåõ âåðøèí
äîëè X èä¼ò îäíîâðåìåííî, ïîýòîìó íèêàêîé ïðè¼ìíèê íå ìîæåò ïðèíèìàòü
ñèãíàë áîëåå ÷åì îò îäíîãî ïåðåäàò÷èêà. Ïðè ýòîì íåò ñìûñëà ïðèíèìàòü îä-
íó è òó æå èíôîðìàöèþ äâóì ðàçëè÷íûì ïðè¼ìíèêàì. Öåëüþ äàííîé çàäà÷è
ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî ÷èñëà ïàð, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò
èç îäíîãî ïåðåäàò÷èê è îäíîãî ïðè¼ìíèêà. Ó÷èòûâàÿ âñ¼ âûøå ñêàçàííîå,
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåå èíäóöèðîâàííîå
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ïàðîñî÷åòàíèå. À åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïåðåäà÷à ñèãíàëà îò ïåðåäàò÷è-
êà ê ïðè¼ìíèêó ñòîèò êàêîå-òî êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ, òî ìû ïîëó÷èì è âîâñå
âçâåøåííîå èíäóöèðîâàííîå ïàðîñî÷åòàíèå.

◦ ◦ ◦ ◦ X

• • • • Y

Ðèñóíîê 7

Äâîéíîé ëèíèåé îòìå÷åíû ðåáðà, êîòîðûå âõîäÿò â íàèáîëüøåå èíäóöè-
ðîâàííîå ïàðîñî÷åòàíèå.

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðåëè âñ¼, ÷òî ñâÿçàíî ñ ïàðîñî÷åòàíèÿìè. Óêàçà-
ëè èçâåñòíûå òåîðåìû è ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ íàì â äàëüíåéøåì.
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2 ÍÅÑÂßÇÍÛÅ ÏÀÐÎÑÎ×ÅÒÀÍÈß

2.1 Íåñâÿçíîå ïàðîñî÷åòàíèå

Â ýòîé ãëàâå ìû ïîëó÷èì íîâûå ðåçóëüòàòû äëÿ íåñâÿçíûõ ïàðîñî÷åòà-
íèé äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Äîêàæåì ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ÷èñëà
íåñâÿçíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ ∈ P (Ïîëèíîìèàëüíîìó êëàññó çàäà÷) â êëàññå
äåðåâüåâ, ïðèâåä¼ì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íå òîëüêî ÷èñëà íåñâÿçíîãî ïàðî-
ñî÷åòàíèÿ, íî è ñàìîãî íàèáîëüøåãî íåñâÿçíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ (Èëè îäíîãî
èç, åñëè òàêîâûõ íåñêîëüêî) è äîêàæåì àñèìïòîòè÷åñêóþ ñëîæíîñòü ýòîãî àë-
ãîðèòìà. Â ñëåäóþùåé ïîäãëàâå ìû ââåä¼ì õàðàêòåðèçàöèþ êëàññà ãðàôîâ, â
êîòîðûõ êàæäûé ïîðîæä¼ííûé ïîäãðàô îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáûå
äâà åãî ìàêñèìàëüíûõ íåñâÿçíûõ ïàðîñî÷åòàíèÿ ðàâíîìîùíû è äîêàæåì å¼
êîððåêòíîñòü. Ïîäîáíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ óæå èçâåñòíà äëÿ èíäóöèðîâàííûõ
ïàðîñî÷åòàíèé [1], ìû æå äîêàæåì å¼ àíàëîã äëÿ íåñâÿçíûõ ïàðîñî÷åòàíèé.

Òàê êàê íàëè÷èå èçîëèðîâàííûõ âåðøèí â ëþáîì P -ïàðîñî÷åòàíèè íèêàê
íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò (â ñèëó òîãî, ÷òî íåò íè îäíîãî ðåáðà ñìåæíîãî ñ ýòîé
âåðøèíîé), òî â ýòîé è ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ãðàôû íå
ñîäåðæàò èçîëèðîâàííûõ âåðøèí.

Òåîðåìà 1. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ÷èñëà íåñâÿçíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â êëàññå
íåñâÿçíûõ ãðàôîâ, êîòîðûå ñîäåðæàò êàê ìèíèìóì äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíî-
ñòè ïîðÿäêà áîëüøåãî åäèíèöû ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàç ãðàô G íåñâÿçíûé è â í¼ì åñòü êàê
ìèíèìóì äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ èçîëèðîâàííûìè
âåðøèíàìè, òî ðàññìîòðèì âñå èõ. Îáîçíà÷è èõ êàê K1, ... ,Km, m ∈ N. Íàé-
ä¼ì äëÿ ãðàôà G íàèáîëüøåå îáû÷íîå ïàðîñî÷åòàíèå. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî
àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ìîãóò ñäåëàòü ýòî, íî ãëàâíîå ÷òî âñå îíè ïîëèíîìèàëü-
íûå. Ïîëó÷èâ îäíèì èç àëãîðèòìîâ íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå M , çàìåòèì,
÷òî êàê ìèíèìóì îäíî èç ð¼áåð èç êàæäîé êîìïîíåíòû Ki âõîäèò âM (èíà÷å
M ïîïðîñòó íå áûëî áû íàèáîëüøèì ïàðîñî÷åòàíèåì).

Òåïåðü, ðàç êëàññ ãðàôîâ ó íàñ òàêîé, ÷òî m ≥ 2, òî G[M ] ÿâëÿåòñÿ
íåñâÿçíûì ãðàôîì, òî åñòü M òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì ïàðîñî÷åòàíèåì.
Òàê êàê èçâåñòíî, ÷òî Bdc(G) ≤ B1(G) äëÿ ëþáîãî G [2], òî M ÿâëÿåòñÿ òàê-
æå íàèáîëüøèì íåñâÿçíûì ïàðîñî÷åòàíèåì. À çíà÷èò â íàøåì êëàññå ãðàôîâ
äëÿ ïîèñêà ÷èñëà íåñâÿçíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü ëþáîé èç èç-
âåñòíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ïîèñêà íàèáîëüøåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ.

16



Ñëåäñòâèå 1. Ëþáîå íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå â íåñâÿçíîì ãðàôå, êî-
òîðûé ñîäåðæèò êàê ìèíèìóì äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïîðÿäêà áîëüøåãî
åäèíèöû ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ãðàôîâ ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó íåñâÿçíûõ, êîòîðûå
ñîäåðæàò êàê ìèíèìóì äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïîðÿäêà áîëüøåãî åäèíèöû
âûïîëíÿåòñÿ: B1(G) = Bdc(G).

2.2 Íåñâÿçíîå ïàðîñî÷åòàíèå â äåðåâå

Äëÿ ýòîé çàäà÷è óæå èçâåñòíî, ÷òî B1(G)−1 ≤ Bdc(G) ≤ B1(G) â êëàññå
äåðåâüåâ [2], îäíàêî âñ¼ åù¼ íå ïîíÿòíî äàæå äëÿ ýòîãî êëàññà è ñ òàêîé
îöåíêîé íà ïàðàìåòð Bdc(G) ÿâëÿåòñÿ ëè çàäà÷à ïîèñêà Bdc(G) NP -òðóäíîé
èëè íåò.

Èòàê, ïóñòü ó íàñ åñòü äåðåâî T è ìû õîòèì íàéòè Bdc â ýòîì ãðàôå.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî |T | > 1, òàê êàê ñî ñëó÷àåì |T | = 1 âñ¼ î÷åâèäíî.

Ëåììà 1. Â ãðàôå íåò öåïè äëèíû 4 (äëèíà â ð¼áðàõ) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà Bdc = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Â ãðàôå íåò öåïè äëèíû 4, ñëåäîâàòåëüíî Bdc = 1.
Ïóñòü âñ¼ æå ýòî íå òàê è âûïîëíÿåòñÿ Bdc > 1. Îáîçíà÷èì M êàê íàè-

áîëüøåå íåñâÿçíîé ïàðîñî÷åòàíèå â T , òîãäà G[M ] èìååò êàê ìèíèìóì äâå
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Íàçîâ¼ì èõ K1, K2 è ðàññìîòðèì èõ. Ñäåëàåì åù¼
íåáîëüøîå íàáëþäåíèå, ÷òî êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè â G[M ] íå ìîæåò áûòü
èçîëèðîâàííîé âåðøèíîé, òàê êàê G[M ] ïîðîæäàåòñÿ íà ð¼áðàõ (ïî ñóòè íà
ïàðàõ âåðøèí, êîòîðûå èçíà÷àëüíî ñìåæíû äðóã äðóãó). Ðàññìîòðèì âåëè-
÷èíó dist(K1, K2). Ýòà âåëè÷èíà íå ìåíüøå 2, èíà÷å K1 è K2 íå áûëè áû
îòäåëüíûìè êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè. Òîãäà âçÿâ îäíî ðåáðî èç K1, îäíî ðåá-
ðî èçK2 è ñîåäèíÿþùóþ èõ öåïü P (Êîëè÷åñòâî ð¼áåð â P ≥ 2), ìû ïîëó÷èì,
÷òî â äåðåâå T ñóùåñòâóåò öåïü äëèíû 4 � ïðîòèâîðå÷èå.

2) Bdc = 1, ñëåäîâàòåëüíî â ãðàôå íåò öåïè äëèíû 4.
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Åñëè ∃P öåïü â T òàêàÿ ÷òî |P | ≥ 4, òî Bdc ≥ 2(Ýòî âåðíî â ñèëó
òîãî, ÷òî â äåðåâå ìåæäó äâóìÿ ð¼áðàìè ñóùåñòâóåò è ïðè÷¼ì åäèíñòâåííûé
ìèíèìàëüíûé ïóòü).

Àëãîðèòì äëÿ ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ ïóòè äëèíû 4 â äåðåâå
Îáõîä â øèðèíó, êîòîðûé ðàáîòàåò íå áîëüøå 4 èòåðàöèé. Èçíà÷àëüíî äåðåâî
ïîäâåøèâàåòñÿ çà âåðøèíó.

Àñèìïòîòèêà. O(n) � âðåìÿ âûïîëíåíèÿ. O(n) � îáú¼ì ïàìÿòè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü â ãðàôå G[M ] òàêèå äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè K1 è
K2, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè â G ìèíèìàëüíî. Öåïü íà êîòîðîé äîñòèãà-
åòñÿ ìèíèìóì íàçîâ¼ì P = v1v2...vm. Òàê êàê |P | ≥ 2, òî m ≥ 3. Ðàññìîòðèì
òåïåðü âåðøèíó v2, êîòîðàÿ íå êîíöåâàÿ â öåïè P . Ëþáîå ðåáðî e ∈ N(v2)
íå ïðèíàäëåæèò M , òàê êàê ð¼áðà v1v2, v2v3 î÷åâèäíî íå ïðèíàäëåæàò M ,
à íèêàêîå äðóãîå ðåáðî èç îêðóæåíèÿ âåðøèíû v íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü
M , òàê êàê èíà÷å îêàæåòñÿ, ÷òî ýòî ðåáðî ïðèíàäëåæèò îäíîé èç êîìïîíåíò
K1, K2 è òîãäà ïîëó÷èòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ìåæäó ýòèìè äâóìÿ êîìïîíåíòàìè
öåïü v2, ..., vm, êîòîðàÿ êîðî÷å ìèíèìàëüíîé öåïè P , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó,
÷òî P � ìèíèìàëüíàÿ öåïü.

Ò.å. òàê êàê íàø ãðàô � äåðåâî, ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíî ñëåäóþùåå:

Ñâîéñòâî 1. ∀T â êîòîðîì ñóùåñòâóåò öåïü äëèíû 4, âûïîëíÿåòñÿ: ∃v :
|N(v)| ≥ 2 è ∀u ∈ N(v) uv /∈ M , è óäàëåíèå ýòîé âåðøèíû ïðèâåä¼ò ê
ïîÿâëåíèþ êàê ìèíèìóì äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, ìîùíîñòü êîòîðûõ íå
ìåíüøå 1.

À çíà÷èò ïî äâóì ñëåäñòâèÿì òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì, ÷òî B1(T\{v}) =
Bdc(T\{v}) äëÿ êàêîé-òî âåðøèíû èç ñâîéñòâà 1.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãðàô ïîäà¼òñÿ íà âõîä â êà÷åñòâå
ñïèñêà ñìåæíîñòè.

Âñåìè ýòèìè ðàññóæäåíèÿìè ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ÷èñëà íåñâÿçíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â äåðå-
âå.

1) Ïðîâåðèòü ñóùåñòâóåò ëè öåïü äëèíû 4 â ýòîì äåðåâå(Åñëè "Äà" òî
âîçâðàùàåì 1, åñëè "Íåò" òî ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 2)).

2) Íàõîäèì âñå âåðøèíû vi ∈ T òàêèå, ÷òî vi èç ñâîéñòâà 1.
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3) Äëÿ âñåõ íåñâÿçíûõ ãðàôîâ, ïîëó÷èâøèõñÿ ïóò¼ì óäàëåíèÿ èç T âåð-
øèí â ïóíêòå 2) íàõîäèì íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå è B1(Gi).

4) Ñðåäè âñåõ çíà÷åíèé B1(Gi) íàõîäèì ìàêñèìàëüíîå è âîçâðàùàåì åãî
ìîùíîñòü è ñàìî ïàðîñî÷åòàíèå.

Ïåðâûé øàã àëãîðèòìà ìîæíî âûïîëíèòü çà O(n). Õîòü è êàæåòñÿ ñ
ïåðâîãî âçãëÿäà, ÷òî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü êîíñòàíòíûé àëãîðèòì, îäíàêî ýòî
íå òàê. Íàïðèìåð äëÿ ãðàôà "çâåçäà" (ãðàô ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì è åñòü âåðøèíà
ñìåæíàÿ ñî âñåìè îñòàëüíûìè) èëè äëÿ ãðàôà î÷åíü ïîõîæåãî íà "çâåçäó" (ñ
êîíñòàíòíûìè èçìåíåíèÿìè).

Âòîðîé øàã ðåàëèçóåì òàê, ÷òîáû âðåìÿ âûïîëíåíèÿ áûëî O(n2). Ñäå-
ëàåì ýòî ñëåäóþùåì îáðàçîì: äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ G ïîñòðîèì íîâûé
ãðàô áåç âåðøèíû v è áåç ñìåæíûõ ýòîé âåðøèíå ð¼áåð. Åñëè ïîëó÷èâøèéñÿ
ãðàô èìååò êàê ìèíèìóì äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìîùíîñòè íå ìåíüøå 2,
òî ýòî çíà÷èò, ÷òî âåðøèíà v ìîæåò áûòü òîé ñàìîé ïîòåíöèàëüíîé âåðøèíîé
èç ñâîéñòâà 1 è ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïåðåõîäèòü ê òðåòüåìó øàãó àë-
ãîðèòìà. Îòìåòèì, ÷òî óäàëåíèå âåðøèíû v áóäåì ïðîâîäèòü "inplace" äëÿ
ãðàôà T , à â êîíöå èòåðàöèè ïðîñòî äîáàâèì îáðàòíî âåðøèíó v è âñå òå
ñìåæíûå åé ðåáðà, êîòîðûå áûëè óäàëåíû âíà÷àëå. Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àë-
ãîðèòìà àñèìïòîòè÷åñêèé íå ïîìåíÿåòñÿ, îäíàêî òåì ñàìûì ìû ñýêîíîìèì
ïàìÿòü.

Åñëè òðåòèé øàã ìû ðåàëèçóåì ÷åðåç èçâåñòíûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ
÷èñëà ïàðîñî÷åòàíèÿ â ëþáîì ãðàôå (Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ êîòîðîãî O(n3)), òî
ñóììàðíîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ñðàçó âîçðàñò¼ò ê O(n · n3). Îäíàêî ýòîò øàã
ìîæíî ðåàëèçîâàòü çà "ëèíåéíîå" âðåìÿ ñ ïîìîùüþ îáõîäà â ãëóáèíó.

Äîñòàòî÷íî ëåãêî ïîíÿòü êàê âûïîëíèòü ÷åòâ¼ðòûé øàã çà "ëèíåéíîå"
âðåìÿ.

Ïóñòü íà âõîä ïîäà¼òñÿ äåðåâî T . Íàçîâ¼ì âåðøèíó v ∈ T öâåòêîì,
åñëè êîëè÷åñòâî âåðøèí u ∈ N(v) òàêèõ ÷òî deg(u) > 1 íå áîëüøå îäíîé, à
êîëè÷åñòâî âåðøèí w ∈ N(v) òàêèõ, ÷òî deg(w) = 1 íå ìåíüøå îäíîé.

Íà ðèñóíêå 8 âåðøèíà v ÿâëÿåòñÿ öâåòêîì.
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•

v •

• • •

Ðèñóíîê 8

Óòâåðæäåíèå 1. Â ëþáîì äåðåâå åñòü êàê ìèíèìóì îäèí öâåòîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäâåñèì ãðàô çà êàêóþ-íèáóäü âåðøèíó. Îáîçíà÷èì h,
êàê âûñîòó ýòîãî äåðåâà. Òîãäà âûáåðåì â äåðåâå âåðøèíó v, ãëóáèíà êîòîðîé
h−1. Èç âñåõ ñìåæíûõ âåðøèí âåðøèíå v, òîëüêî îäíà âåðøèíà ìîæåò èìåòü
ñòåïåíü áîëüøå 1 (âåðøèíà, ãëóáèíà êîòîðîé ðàâíà h−2) è åñòü êàê ìèíèìóì
îäíà âåðøèíà ñòåïåíü êîòîðîé åäèíèöà (âåðøèíà ãëóáèíà êîòîðîé ðàâíà h)
ò.å. v è åñòü öâåòîê.

Ñëåäñòâèå 3. Óäàëåíèå öâåòêà â ëþáîì äåðåâå íå íàðóøàåò ñâÿçíîñòè
äåðåâà (èçîëèðîâàííûå âåðøèíû íå â ñ÷¼ò).

Óòâåðæäåíèå 2. Ñóùåñòâóåò íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå M , òàêîå ÷òî
äëÿ ëþáîãî öâåòêà v, â ïàðîñî÷åòàíèå M âõîäèò ðåáðî vu, ãäå u ∈ N(v) è u
� ëèñò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì öâåòîê v â äåðåâå T . Åñëè v /∈ T [M ], ãäå M

� íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå, òî ìû ìîæåì äîáàâèòü â M ðåáðî uv, ãäå u ∈
N(v) è u � ëèñò. Åñëè wv ∈M , òî çàìåíèì ðåáðî wv íà ðåáðî uv, ãäå u � ëèñò.
Òàêèì îáðàçîì ïàðîñî÷åòàíèå M èçìåíèòñÿ, íî íå èçìåíèòñÿ åãî ìîùíîñòü.

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ÷èñëà ïàðîñî÷åòàíèÿ â äåðåâå
1) Íàéòè öâåòîê â äåðåâå Ti è äîáàâèòü â ðåçóëüòàò ëþáîå ëèñòîâîå ðåáðî

ñìåæíîå öâåòêó v.
2) Óäàëèòü öâåòîê v(òàê êàê áîëüøå íè îäíî ðåáðî ñìåæíîå öâåòêó v íå

ìîæåò áûòü äîáàâëåíî â ðåçóëüòàò) è ïîëó÷èòü äåðåâî Ti+1.
3) Ïîâòîðèòü îïåðàöèè 1) è 2) Ïîêà äåðåâî Ti èìååò õîòü îäíî ðåáðî.
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Àñèìïòîòèêà. O(n) � âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà. O(n) � îáú¼ì íåîá-
õîäèìîé ïàìÿòè.
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2.3 Õàðàêòåðèçàöèÿ êëàññà

Â ýòîé ãëàâå ìû ââåä¼ì ïîíÿòèÿ ãðàô ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ íåñâÿç-
íûõ ïàðîñî÷åòàíèé è èäåàëüíûé ãðàô ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ íåñâÿç-
íûõ ïàðîñî÷åòàíèé. À òàêæå äîêàæåì àíàëîã èçâåñòíîé óæå òåîðåìû äëÿ
èíäóöèðîâàííûõ ïàðîñî÷åòàíèé [1] äëÿ íåñâÿçíûõ ïàðîñî÷åòàíèé.

Íàïîìíèì, ÷òî ïàðîñî÷åòàíèå M íàçûâàåòñÿ íåñâÿçíûì, åñëè |M | = 1
èëè G[M ] íåñâÿçíûé ãðàô, à Bdc(G) îáîçíà÷àåò ÷èñëî íåñâÿçíîãî ïàðîñî÷å-
òàíèÿ.

Ãðàô G íàçîâ¼ì ãðàôîì ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ íåñâÿçíûõ ïàðîñî-
÷åòàíèé, åñëè âñå ìàêñèìàëüíûå íåñâÿçíûå ïàðîñî÷åòàíèÿ ýòîãî ãðàôà èìå-
þò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü, à êëàññ òàêèõ ãðàôîâ áóäåì îáîçíà÷àòü êàê Adc.

Ãðàô íàçîâ¼ì èäåàëüíûì ãðàôîì ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ íåñâÿç-
íûõ ïàðîñî÷åòàíèé, åñëè ëþáîé ïîðîæä¼ííûé ïîäãðàô ýòîãî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ
ãðàôîì ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ íåñâÿçíûõ ïàðîñî÷åòàíèé. Òàêîé êëàññ
ãðàôîâ áóäåì îáîçíà÷àòü êàê A∗dc.

• • •

• • • •

• • • •

(a) (b)

Ðèñóíîê 9

Íà ðèñóíêå (a) èçîáðàæåí ãðàô ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ íåñâÿçíûõ
ïàðîñî÷åòàíèé, à íà ðèñóíêå (b) èäåàëüíûé ãðàô ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëü-
íûõ íåñâÿçíûõ ïàðîñî÷åòàíèé.

Ëåììà 1. Kn,m ãðàô ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì ãðàôîì ìàêñèìàëüíûõ ðàâíî-
ìîùíûõ ïàðîñî÷åòàíèé

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëþáîé ïîäãðàô H ãðàôà G. Ëåãêî çàìåòèòü,
÷òî ëþáîé ïîäãðàô ïîëíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äâóäîëüíûì
ãðàôîì. Îáîçíà÷èì òîãäà H êàê Kn1,m1

è íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ñêàæåì, ÷òî
n1 ≥ m1. Ðàññìîòðèì êàêîå-òî ìàêñèìàëüíî ïàðîñî÷åòàíèå M . Â ñèëó òîãî,
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÷òî äâå âåðøèíû ëþáîãî ðåáðàH ïðèíàäëåæàò ðàçíûì äîëÿì è îäíà âåðøèíà
ìîæåò âõîäèòü ìàêñèìóì â îäíî ðåáðî èç ïàðîñî÷åòàíèÿ, òî |M | ≤ m1. Åñëè
|M | < m1, òî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò âåðøèíà èç ìåíüøåé äîëè, êîòîðàÿ
íå âõîäèò íè â îäíîì ðåáðî M è òåì áîëåå ñóùåñòâóåò âåðøèíà èç áîëüøåé
äîëè, êîòîðàÿ òàêæå íå âõîäèò íè â îäíî ðåáðî M , à òàê êàê ãðàô H �
ïîëíûé äâóäîëüíûé, òî çíà÷èò ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè åñòü ðåáðî, à çíà÷èò
åãî ìîæíî âêëþ÷èòü â ïàðîñî÷åòàíèå M , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî M �
ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå � ÷. ò. ä.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû ýòîé ãëàâû, íàì
íåîáõîäèìî äàòü èìåíà ñëåäóþùèì ãðàôàì:

• • •

• • • • • •

• • • • • •

H1 H2 H3

• • • • • •

• • • • • •

• • • • • •

H4 H5 H6

Ðèñóíîê 10

Òåîðåìà 1. Ãðàô G ∈ A∗dc òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G ÿâëÿåòñÿ (H1,
H2, H3, H4, H5, H6)-ñâîáîäíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîêàæåì ñíà÷àëî, ÷òî G ∈ A∗dc, ñëåäîâàòåëüíî G ÿâëÿ-
åòñÿ (H1, H2, H3, H4, H5, H6)-ñâîáîäíûì.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ýòî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî åñòü G ∈ A∗dc è ïðè ýòîì G
ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ñâîåãî ïîäãðàôà îäèí èç ãðàôîâ Hi, i ∈ {1, ..., 6}. Ïîêà-
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æåì, ÷òî ëþáîé èç ãðàôîâ Hi, i ∈ {1, ..., 6} íå ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì ðàâíîìîùíûõ
ìàêñèìàëüíûõ íåñâÿçíûõ ïàðîñî÷åòàíèé è òîãäà ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå òî-
ìó, ÷òî îäèí èç ãðàôîâ Hi, i ∈ {1, ..., 6} ñîäåðæèòñÿ â G â êà÷åñòâå ïîäãðàôà.

Äëÿ ãðàôà H1 îáà ïàðîñî÷åòàíèÿ M = {v1v2, v4v5}, M1 = {v2v3} ÿâëÿþò-
ñÿ íåñâÿçíûìè ïàðîñî÷åòàíèÿìè è äàæå ìàêñèìàëüíûìè â ãðàôå H1, à òàê
êàê |M | 6= |M1|, òî ãðàôH1 íå ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ
íåñâÿçíûõ ïàðîñî÷åòàíèé.

Äëÿ âñåõ ãðàôîâ Hi, i ∈ {1, ..., 6} ð¼áðà ìíîæåñòâ M , M1 íà ðèñóíêàõ
áóäåì îáîçíà÷àòü âîëíèñòûìè ð¼áðàìè.

v3 v3

v2 v4 v2 v4

v1 v5 v1 v5

M M1

Ðèñóíîê 11

Äëÿ ãðàôîâ H2, H3 ìû âûáåðåì òå æå ïàðîñî÷åòàíèÿ M = {v1v2, v4v5},
M1 = {v2v3}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî è äëÿ ãðàôà H2, è äëÿ ãðàôà H3 îáà ýòè ïàðî-
ñî÷åòàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè íåñâÿçíûìè ïàðîñî÷åòàíèÿìè, à òàê êàê
|M | 6= |M1|,òî íè ãðàô H2, íè ãðàô H3 íå ÿâëÿþòñÿ ãðàôàìè ðàâíîìîùíûõ
ìàêñèìàëüíûõ íåñâÿçíûõ ïàðîñî÷åòàíèé.

v3 v3

v2 v4 v2 v4

v1 v5 v1 v5

M M1

H2
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v3 v3

v2 v4 v2 v4

v1 v5 v1 v5

M M1

H3

Ðèñóíîê 12

Äëÿ ãðàôà H4 îáîçíà÷èì M = {v1v6, v3v4}, M1 = {v1v6, v2v3, v4v5}. Ëåãêî
óâèäåòü, ÷òî è M è M1 ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè íåñâÿçíûìè ïàðîñî÷åòàíè-
ÿìè â ãðàôå H4, îäíàêî, òàê êàê |M | 6= |M1| ñëåäîâàòåëüíî H4 /∈ Adc.

v3 v4 v3 v4

v2 v5 v2 v5

v1 v6 v1 v6

M M1

H4

Ðèñóíîê 13

Äëÿ ãðàôîâ H5, H6 âûáåðåì ïàðîñî÷åòàíèÿ M = {v1v6, v2v4}, M1 =
{v1v6, v2v3, v4v5}. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñ ãðàôîì H4, M è M1 � ìàêñèìàëüíûå
íåñâÿçíûå ïàðîñî÷åòàíèÿ è â ãðàôå H5 è â ãðàôå H6. |M | 6= |M1|, ñëåäî-
âàòåëüíî íè H5, íè H6 íå ÿâëÿþòñÿ ãðàôàìè ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ
íåñâÿçíûõ ïàðîñî÷åòàíèé.
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v3 v4 v3 v4

v2 v5 v2 v5

v1 v6 v1 v6

M M1

H5

v3 v4 v3 v4

v2 v5 v2 v5

v1 v6 v1 v6

M M1

H6

Ðèñóíîê 14

2) Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ (H1, H2, H3, H4, H5, H6)-ñâîáîäíûì,
ñëåäîâàòåëüíî G ∈ A∗dc.

Ïóñòü ýòî íå òàê è G /∈ A∗dc.
Ñðàçó îòìåòèì, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èçîëèðîâàííûõ âåðøèí íåò íè â

ãðàôå, íè â ïîäãðàôå (òàê êàê èçîëèðîâàííàÿ âåðøèíà íèêàê íå âëèÿåò íà
ïàðîñî÷åòàíèå, è òàê êàê âìåñòî ãðàôà ñ èçîëèðîâàííûìè âåðøèíàìè, ìû
âñåãäà ìîæåì ðàññìàòðèâàòü òàêîé æå ãðàô, òîëüêî áåç ýòèõ âåðøèí).

2.1) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà G � íåñâÿçíûé ãðàô.
2.1.1) Ïóñòü âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè � ëèáî ïîëíûå ãðàôû, ëèáî ïîë-

íûå äâóäîëüíûå, ëèáî öåïü P3 (Èíà÷å ãîâîðÿ, ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññ ãðàô,
ãäå âñå åãî êîìïîíåíòû ëèáî ïîëíûå äâóäîëüíûå ãðàôû, ëèáî ïîëíûå ãðàôû
ïîðÿäêà áîëüøå òð¼õ, ëèáî ãðàôû ïîðÿäêà ìåíüøå ÷åòûð¼õ). Ëþáîé ïîäãðàô
ïîëíîãî ãðàôà èëè ãðàôà P3 ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ãðàôîì (êðîìå, êîíå÷íî íåñîá-
ñòâåííîãî ïîäãðàôà ãðàôà P3). Ëþáîé ïîäãðàô ïîëíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà
åñòü ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô. À çíà÷èò, ïðî ëþáîé ïîäãðàôà H ãðàôà G
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ìîæíî òàêæå ñêàçàòü, ÷òî âñå åãî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè � ëèáî ïîëíûå äâó-
äîëüíûå ãðàôû, ëèáî ïîëíûå ãðàôû, ëèáî öåïü P3.

Âûáåðåì òàêîé ïðîèçâîëüíûé ïîäãðàô F ãðàôà G. Ïóñòü F1, ...Fk � êîì-
ïîíåíòû ñâÿçíîñòè F . È ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìàêñèìàëüíî íåñâÿçíîå
ïàðîñî÷åòàíèå M ãðàôà F . Åñëè ñóùåñòâóåò êàêîé-òî ãðàô Fi, ð¼áðà êîòîðî-
ãî íå âõîäÿò â M , òî M � íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ìàêñèìàëüíûì, òàê êàê äîáàâêà
îäíîãî ðåáðà èç êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, ðåáðà êîòîðîé äî ýòîãî íå âõîäèëè â
M , òî÷íî íå íàðóøèò íåñâÿçíîñòü ïàðîñî÷åòàíèÿ M . À çíà÷èò, M íå ìîãëî
áûòü ìàêñèìàëüíûì íåñâÿçíûì ïàðîñî÷åòàíèåì. Çíà÷èò ðåáðî èç êàæäîãî
ãðàôà Fi i ∈ {1, ..., k} âõîäèò â M .

Åñëè F ñâÿçíûé, òî M ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç îäíîãî ðåáðà, òàê êàê
èíà÷å, åñëè |M | > 1, òî ýòî áû îçíà÷àëî, ÷òî â F [M ] ñóùåñòâóåò äâà ðåáðà,
ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè áîëüøå 1, ÷òî íå âîçìîæíî, òàê êàê F [M ] � ýòî
ëèáî ïîëíûé ãðàô, ëèáî ïîëíûé äâóäîëüíûé, ëèáî öåïü P3, à âî âñåõ ýòèõ
ãðàôàõ, ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ð¼áðàìè ëèáî 0, ëèáî 1.

Åñëè æå F � íåñâÿçíûé ãðàô, òî, òàê êàê ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèåM
âêëþ÷àåò êàê ìèíèìóì ïî îäíîìó ðåáðó èç êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
F1, ..., Fk, k ≥ 2, òî íåñâÿçíîñòü ð¼áåð M áóäåò ãàðàíòèðîâàíà, íåçàâèñèìî
îò òîãî, ñêîëüêî è êàêèå ð¼áðà âõîäÿò â M èç êàæäîãî ãðàôà Fi. À çíà÷èò,
ëþáîå ìàêñèìàëüíî íåñâÿçíîå ïàðîñî÷åòàíèå M ñîñòîèò èç ìàêñèìàëüíûõ
ïàðîñî÷åòàíèé êàæäîé åãî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Ëþáîå ìàêñèìàëüíîå ïà-
ðîñî÷åòàíèå ãðàôà P3 èìååò ìîùíîñòü 1, ëþáîå ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå
ãðàôà Kn1,n2

èìååò ìîùíîñòü min(n1, n2), à ëþáîå ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòà-
íèå ïîëíîãî ãðàôà ïîðÿäêà n èìååò ìîùíîñòü [n2 ], à çíà÷èò, M èìååò ôèêñè-
ðîâàííóþ ìîùíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, F � ãðàô ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ
íåñâÿçíûõ ïàðîñî÷åòàíèé, à ñëåäîâàòåëüíî G ∈ Adc � ïðîòèâîðå÷èå.

2.1.2) Çíà÷èò â G ñóùåñòâóåò íåïîëíàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Fj ïîðÿäêà
áîëüøå òð¼õ, êîòîðàÿ åù¼ è íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äâóäîëüíûì ãðàôîì. Òàê êàê
Fj � íåïîëíûé ãðàô, òî ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóþò íåñìåæíûå äðóã äðóãó
âåðøèíû v, u ∈ V (Fj). Òàê êàê ãðàô Fj ñâÿçíûé, òî ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ
öåïü ìåæäó âåðøèíàìè v, u. Ðàññìîòðèì öåïü ìèíèìàëüíîé äëèíû ìåæäó
âåðøèíàìè u, v ñðåäè âñåõ òàêèõ íå ñìåæíûõ äðóã äðóãó âåðøèí u è v â
ãðàôå Fj è îáîçíà÷èì å¼ Pvu. Ïóñòü äëèíà ýòîé öåïè áîëüøå 2 (äëèíà ïî
ð¼áðàì).

2.1.2.1) Åñëè |P | = 3, òî âûáðàâ ýòè 4 (P = vw1w2u) âåðøèíû è 2 ëþáûå
ñìåæíûå âåðøèíû (w3, w4) èç ëþáîé äðóãîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè (òàêèå
òî÷íî ñóùåñòâóþò èç-çà íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ íåñâÿçíîñòè G), ìû ïîëó÷èì
ãðàô èçîìîðôíûé H4 èëè H5, èëè H6.
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2.1.2.2) Åñëè |P | = 4, îáîçíà÷èì (P = vw1w2w3u).
Åñëè w2 è v ñìåæíû, òî ìû ïîëó÷èì öåïü vw2w3u äëèíû 4, ÷òî íåâîç-

ìîæíî, òàê êàê ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ öåïü P � êðàò÷àéøàÿ ìåæäó âåð-
øèíàìè u, v. Àíàëîãè÷íî íå ñìåæíû âåðøèíû u è w2. Âåðøèíû v, w3 è u,w1

ïîïàðíî íå ñìåæíû, òàê êàê èíà÷å áóäåò ñóùåñòâîâàòü öåïü äëèíû 2 ìåæ-
äó u, v. À çíà÷èò, vw1w2w3u � ïðîñòàÿ öåïü P5, à ãðàô P5 èçîìîðôåí H1 �
ïðîòèâîðå÷èå.

2.1.2.3) Åñëè |P | ≥ 5 (Îáîçíà÷èì P = vw1w2w3w4...wlu).
Òîãäà, åñëè v è w3 íå ñìåæíû, òî âûáðàâ äâå ñìåæíûå âåðøèíû z1, z2 èç

äðóãîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè è ÷åòûðå âåðøèíû v, w1, w2, w3, ìû ïîëó÷èì
ñëó÷àé |P | = 3. Åñëè æå v è w3 ñìåæíû, òî ñóùåñòâóþò öåïü vw3w4...wlu,
äëèíà êîòîðîé áîëüøå òð¼õ, à çíà÷èò ýòîò ñëó÷àé ïîñëå íåñêîëüêèõ èòåðàöèè
ñîéä¼òñÿ ëèáî ê ñëó÷àþ |P | = 3, ëèáî ê ñëó÷àþ |P | = 4.

2.1.2.4) Åñëè |P | = 3 (P = vw1u).
Òàê êàê Fj ãðàô ïîðÿäêà áîëüøåãî 3, òî ñóùåñòâóåò êàê ìèíèìóì åù¼

îäíà âåðøèíà, íàçîâ¼ì å¼ w2.

2.1.2.4.1) w2 ñìåæíà ñ îäíîé èç âåðøèí v, u.
Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ñêàæåì, ÷òî w2 ñìåæíà ñ v. Åñëè w2 íå ñìåæíà

ñ u, òî ïîäãðàô ïîðîæä¼ííûé âåðøèíàìè v, w1, w2, u, z1, z2 (z1 è z2 ñìåæ-
íûå âåðøèíû èç äðóãîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè) áóäåò èçîìîðôåí îäíîìó èç
ãðàôîâ H4, H5, H6 (Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ |P | = 3)). Ïîëó÷àåì, ÷òî âåðøèíû
v, u, w1, w2 ïîðîæäàþò ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô K2,2, ñ äîëÿìè A = (v, u) è
B = (w1, w2).
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w1 w2

v u

Ðèñóíîê 16

Âåðøèíû ïðèíàäëåæàùèå äîëå A âûäåëåíû æèðíûì øðèôòîì íà ðèñóí-
êå 16.

Äîïóñòèì, ÷òî ãðàô Fj ïîðÿäêà n. Ðàññìîòðèì îñòàâøèåñÿ âåðøèíû ýòî-
ãî ãðàôà w3, ..., wn−2. Òàê êàê ãðàô Fj � ñâÿçíûé, òî ñóùåñòâóåò âåðøèíà
ñìåæíàÿ ñ îäíîé èç âåðøèí v, u, w1, w2 (Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ïóñòü ýòî
áóäåò âåðøèíà w3).

Åñëè w3 ñìåæíà ñ îäíîé èç âåðøèí äîëè A ( ïóñòü ñ âåðøèíîé v), òî åñëè
âåðøèíà w3 íå ñìåæíà ñ u, òî ãðàô ïîðîæä¼ííûé âåðøèíàìè u, v, w3, w2

è äâóìÿ ñìåæíûìè äðóã ñ äðóãîì âåðøèíàìè z1, z2 èç äðóãîé êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè ãðàôà G, áóäåò èçîìîðôåí îäíîìó èç ãðàôîâ H4, H5, H6

w2 w3

v u

z1 z2

Ðèñóíîê 17

Ïðåðûâèñòûìè ð¼áðàìè îòìå÷åí òîò ôàêò, ÷òî âåðøèíû u è w3 íå ìîãóò
áûòü ñìåæíû.

Ïîëó÷àåì, ÷òî âåðøèíà w3 â ýòîìó ñëó÷àå îáÿçàòåëüíî ñìåæíà ñ âåðøè-
íîé u. Ïðè ýòîì, w3 íå ìîæåò áûòü ñìåæíà íè ñ êàêîé èç âåðøèí äîëè B, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå (Ïóñòü íàïðèìåð w3 ñìåæíà ñ w2) ìû ïîëó÷èì, ÷òî ãðàô
ïîðîæä¼ííûé íà âåðøèíàõ z1, z2, v, u, w2, w3 áóäåò èçîìîðôåí ãðàôó H6. Òî
åñòü, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî åñëè w3 ñìåæíà ñ êàêîé-òî âåðøèíîé èç äîëè A, òî
îíà ñìåæíà ñî âñåìè âåðøèíàìè èç ýòîé äîëè, è íå ñìåæíà íè ñ îäíîé âåð-
øèíîé èç äîëè B. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè w3 ñìåæíà ñ êàêîé-òî
âåðøèíîé èç äîëè B, òî îíà ñìåæíà ñî âñåìè âåðøèíàìè ýòîé äîëè è íå
ñìåæíà íè ñ îäíîé èç âåðøèí äîëè A.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ãðàô ïîðîæä¼ííûé íà âåðøèíàõ w1, w2,
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w3, v, u îáðàçóåò óæå íå K2,2, à K2,3 ãðàô. Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî ïåðåáèðàÿ
òàê âñå âåðøèíû wk ñìåæíûå ñ ïîëíûìè äâóäîëüíûìè ãðàôàìè Kn1,n2

, ìû
áóäåì ïîëó÷àòü, ÷òî ãðàô ïîðîæä¼ííûé óæå íà íîâîì ìíîæåñòâå âåðøèí
áóäåò îáðàçîâûâàòü ëèáî Kn1+1,n2

, ëèáî Kn1,n2+1. Â êîíå÷íîì èòîãå, ìû ïîëó-
÷èì, ÷òî ãðàô Fj åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô Kn1,n2

, ãäå
n1 + n2 = |Fj| � ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì âûáîðà ãðàôà Fj.

2.1.2.4.2) w2 ñìåæíà ñ w1.
Ãðàô ïîðîæä¼ííûé âåðøèíàìè u, v, w1 ÿâëÿåòñÿ K1,2. Îáîçíà÷èì B =

{w1}, A = {v, u}. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî w2 ñìåæíà ñ êàêîé-òî âåðøèíîé
èç äîëè A (íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ïóñòü ýòî áóäåò âåðøèíà u), òî âûáðàâ äâå
ëþáûå ñìåæíûå äðó äðóãó âåðøèíû z1, z2 èç äðóãîé äîëè Fi è ÷åòûðå âåðøè-
íû u, v, w1, w2, ìû ïîëó÷èì ãðàô èçîìîðôíûé îäíîìó èç ãðàôîâ H4, H5.H6.
Ïîëó÷àåì, ÷òî âåðøèíû u, v, w1, w2 ïîðîæäàþò K1,3. Ïåðåáèðàÿ äàëüøå âåð-
øèíû ñìåæíûå ñ ïîëíûì äâóäîëüíûì ãðàôîì (íà êàæäîé èòåðàöèè òàêèå
âåðøèíû áóäóò ñóùåñòâîâàòü, òàê êàê Fj � ñâÿçíûé ãðàô) ìû áóäåì ïîëó-
÷àòü ëèáî ñëó÷àé 2.1.2.4.1), ãäå îáå äîëè èìåþò êàê ìèíèìóì ïî äâå âåðøèíû,
ëèáî ñëó÷àé 2.1.2.4.2). Òàêèì îáðàçîì, â êîíå÷íîì èòîãå ìû îïÿòü æå ïîëó-
÷èì, ÷òî Fj � ýòî Kn1,n2

ãðàô, ãäå n1 +n2 = |Fj|, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ
ïðîòèâîðå÷èåì.

2.2) G � ñâÿçíûé ãðàô.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∀e1, e2 ∈ E(G) âûïîëíÿåòñÿ dist(e1, e2) ≤ 1. Äðóãèìè

ñëîâàìè, ëþáûå äâà ðåáðà ãðàôà G ëèáî ñìåæíû, ëèáî ñóùåñòâóåò äðóãîå
ðåáðî â G, ñìåæíîå èì îáîèì. Ðàññìîòðèì ëþáîé ïîðîæä¼ííûé ïîäãðàô
F (â êîòîðîì íåò èçîëèðîâàííûõ âåðøèí) ãðàôà G. Ïóñòü ïîðÿäîê F ðà-
âåí m. Ðàññìîòðèì ëþáîå ìàêñèìàëüíîå íåñâÿçíîå ïàðîñî÷åòàíèå M â ãðàôå
G. Ïóñòü |M | ≥ 2, òî åñòü â ãðàôå F ñóùåñòâóþò òàêèå ð¼áðà e1, e2, ÷òî
dist(e1, e2) > 1 â F . Â ãðàôå G, ýòè äâà ðåáðà e1, e2 ëèáî ñìåæíû, ëèáî
ñóùåñòâóåò v1 èíöèäåíòíàÿ e1 è v2 èíöèäåíòíàÿ e2 òàêèå, ÷òî v1 è v2 ñìåæ-
íû. È ïåðâîå è âòîðîå ñâîéñòâî äîëæíî áûëî ñîõðàíèòüñÿ â ïîðîæä¼ííîì
ïîäãðàôå � ïðîòèâîðå÷èå òîìó, ÷òî |M | > 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîùíîñòü âñåõ
íàèáîëüøèõ ìàêñèìàëüíûõ íåñâÿçíûõ ïàðîñî÷åòàíèé â ãðàôå G ðàâíà 1, à
ñëåäîâàòåëüíî G ∈ A∗dc � ïðîòèâîðå÷èå òîìó, ÷òî ∀e1, e2 ∈ E(G) âûïîëíÿåòñÿ
dist(e1, e2) ≤ 1.

Çíà÷èò íàì îñòàëîñü ðàññìîòðåòü îäèí åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, à èìåííî
ñëó÷àé êîãäà ∃e1, e2 ∈ E(G) òàêèå, ÷òî dist(e1, e2) ≥ 2.
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Åñëè ïîðÿäîê ãðàôà G ðàâåí 4, çíà÷èò ãðàô G ñîñòîèò èç äâóõ íåñâÿçíûõ
ð¼áåð, à çíà÷èò ãðàôG � íåñâÿçíûé ãðàô, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì. Ïóñòü
e1 = v1v2, e2 = w1w2. Îáîçíà÷èì êðàò÷àéøóþ öåïü ìåæäó ýòèìè ð¼áðàìè,
êàê Pe1,e2 = v1, u1, ..., uk, w1 , ãäå k ≥ 1. Ñðåäè âñåõ ïàð ð¼áåð e1, e2, ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîòîðûìè áîëüøå 1, âûáåðåì òó ïàðó ð¼áåð e1, e2, äëÿ êîòîðîé öåïü
Pe1,e2 ìèíèìàëüíà (ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí) ñðåäè âñåõ îñòàëüíûõ ïàð.

2.2.1) Åñëè k = 1, òî ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ãðàô:

u1

v1 w1

v2 w2

G
Ðèñóíîê 18

Ïðåðûâèñòûìè îòðåçêàìè îáîçíà÷åíû íåñìåæíûå äðóã äðóãó âåðøèíû.
Âåðøèíû, êîòîðûå íå ñîåäèíåíû íè îäíèì ðåáðîì, ìîãóò ëèáî áûòü ñìåæ-
íûìè, ëèáî íå áûòü òàêîâûìè.

ÃðàôG áóäåò èçîìîðôåí òîìó èëè èíîìó ãðàôó èç ìíîæåñòâàH1, H2, H3,
â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñìåæíà èëè íåò âåðøèíà u1 âåðøèíàì v2, w2.

2.2.2) Ïóñòü k ≥ 3.
Ðàññìîòðèì ïîäãðàô ïîðîæä¼ííûé âåðøèíàìè v2, v1, w1, w2, u1, uk. Âåð-

øèíû u1 è uk íå ñìåæíû, òàê êàê ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî öåïü |Pe1,e2| � êðàò-
÷àéøàÿ öåïü, ñîåäèíÿþùàÿ ð¼áðà e1 è e2. Àíàëîãè÷íî u1, w1 íå ñìåæíû è
u2, v1 íå ñìåæíû.
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u1 uk

v1 w1

v2 w2

G

Ðèñóíîê 19

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ð¼áðàìè u1v1, ukw1

áîëüøå 1 è, ÷òî ñóùåñòâóåò öåïü Pu1v1,ukw1
= u1, u2, ...uk ñîåäèíÿþùàÿ ýòè

ð¼áðà, ìîùíîñòü êîòîðîé ñòðîãî ìåíüøå |Pe1,e2|, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó
ð¼áåð e1 è e2.

2.2.3) k = 2.
Òàê êàê Pe1,e2 � êðàò÷àéøàÿ öåïü ìåæäó ð¼áðàìè e1 è e2, òî âåðøèíà u1

íå ñìåæíà w1. Ïî òîé æå ïðè÷èíå âåðøèíû u2 è v1 íå ñìåæíû.

u1 u2

v1 w1

v2 w2

G

Ðèñóíîê 20

Åñëè âåðøèíû u1 è w2 íå ñìåæíû, òî ãðàô ïîðîæä¼ííûé âåðøèíàìè
v1, u1, u2, w1, w2 èçîìîðôåí ëèáî ãðàôó H1, ëèáî ãðàôó H2. Ýòî çàâèñèò îò
òîãî, ñìåæíû ëè âåðøèíû u2 è w2.

32



u1 u2

v1 w1

w2

G

Ðèñóíîê 21

Òî åñòü u1 è w2 ñìåæíû. Ãðàô, ïîðîæä¼ííûé âåðøèíàìè v2, v1, u1, w2, w1

èçîìîðôåí ãðàôó èç ìíîæåñòâà {H1, H2}.

u1 u1

v1 w1
+3 v1 w2

v2 w2 v2 w1

G

Ðèñóíîê 22

Èç âòîðîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèå
ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1. Ñâÿçíûé ãðàô G ∈ A∗dc ÿâëÿåòñÿ 2K2-ñâîáîäíûì.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî çàäà÷à ïîèñêà íàèáîëüøåãî íåñâÿçíîãî
ïàðîñî÷åòàíèÿ â êëàññå ãðàôîâ äåðåâüÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøè-
ìîé. Òàêæå ïîëó÷èëè õàðàêòåðèçàöèþ êëàññà A∗dc, äîêàçàâ íåîáõîäèìîå è
äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ãðàôà ýòîìó êëàññó.
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3 ÈÍÄÓÖÈÐÎÂÀÍÍÎÅ ÏÀÐÎÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ

Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ èíäóöèðîâàííûì ïàðîñî÷åòàíèåì:
Ïóñòü äàí ãðàô G, âåðíî ëè, ÷òî B∗(G) ≥ k?

Â ýòîé ãëàâå ìû óñòàíîâèì âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü çàäà÷è ðàñïîçíà-
âàíèÿ èíäóöèðîâàííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â êëàññå ïëàíàðíûõ ð¼áåðíûõ ãðàôîâ
îò ïëàíàðíûõ äâóäîëüíûõ, ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèí êîòîðûõ íå ïðåâû-
øàåò òðè,à òî÷íåå ïîêàæåì NP -ïîëíîòó òàêîé çàäà÷è.

Â ñòàòüå [1] áûëà äîêàçàíà NP -ïîëíîòà çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ èíäóöèðî-
âàííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â êëàññå ïëàíàðíûõ ð¼áåðíûõ ãðàôîâ îò ïëàíàðíûõ
äâóäîëüíûõ, ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèí êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò ÷åòûðå.
Ìû äîêàæåì NP -ïîëíîòó äëÿ êëàññà ãðàôîâ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîäêëàñ-
ñîì ïëàíàðíûõ ð¼áåðíûõ îò ïëàíàðíûõ äâóäîëüíûõ, ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü
âåðøèí êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò ÷åòûðå, òåì ñàìûì óëó÷øèì óæå èçâåñòíûé
ðåçóëüòàò.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ýòàëîííàÿ çàäà÷à:

Çàäà÷à ðàçáèåíèÿ íà èçîìîðôíûå ïîäãðàôû: Ïóñòü èìåþòñÿ ãðà-
ôû G è H òàêèå, ÷òî |V (G)| = q · |V (H)|, ãäå q êàêîå-òî ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî. Çàäà÷à ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ñóùåñòâóåò ëè âåðøèííîå ðàçáèåíèå
V1 ∪ ... ∪ Vq = V (G) òàêîå, ÷òî G(Vi) ñîäåðæèò ïîäãðàô èçîìîðôíû H äëÿ
i = 1, 2, ..q?

Èçâåñòíî, ÷òî ýòà çàäà÷à NP -ïîëíà, äëÿ ëþáîãîH, â êîòîðîì ñóùåñòâóåò
êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè èç òð¼õ èëè áîëåå âåðøèí [3, 4, 5].

Òàêæå íåîáõîäèìî îïèñàòü ýòàëîííóþ çàäà÷ó äëÿ ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òî÷íîå ïîêðûòèå 3-ìíîæåñòâàìè: Ïóñòü X = {x1, ..., x3q} � ìíîæå-
ñòâî ìîùíîñòè 3q, ãäå q íàòóðàëüíîå ÷èñëî è C = {C1, ..., Cm} � ìíîæåñòâî
3-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. Ñóùåñòâóåò ëè â C òî÷íîå ïîêðû-
òèå C̄ ìíîæåñòâà X, òàêîå ÷òî C̄ ∈ C è êàæäûé ýëåìåíò X ïðèíàäëåæèò
ðîâíî îäíîìó 3-ýëåìåíòíîìó ìíîæåñòâó ìíîæåñòâà C̄?

Äëÿ íàøåãî äîêàçàòåëüñòâà ìû âîçüì¼ì H = P3(ïðîñòàÿ öåïü èç
òð¼õ âåðøèí). È äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó:
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Òåîðåìà 1: Çàäà÷à ðàçáèåíèÿ íà ïîäãðàôû èçîìîðôíûå P3 ÿâëÿåòñÿ
NP -ïîëíîé äëÿ ïëàíàðíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ, ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåð-
øèí êîòîðûõ íå âûøå òð¼õ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à òî÷íîãî ïîêðûòèÿ 3-ìíîæåñòâàìè ÿâ-
ëÿåòñÿ NP -ïîëíîé. È äàæå îñòà¼òñÿ òàêîâîé, åñëè âíåñòè äîïîëíèòåëüíîå
îãðàíè÷åíèå, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò X âõîäèò íå áîëåå ÷åì â òðè 3-ýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâà C, à ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ âñå ýëåìåíòû x è âñå
ýëåìåíòû C, à ðåáðàìè ÿâëÿåòñÿ ôàêò âõîæäåíèÿ ýëåìåíòà èç X â ýëåìåíò
èç C ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì. Òàêàÿ çàäà÷à èìååò íàçâàíèå ïëàíàðíîå òî÷íîå
ïîêðûòèå 3-ìíîæåñòâàìè[6]. Ýòó çàäà÷ó ìû è áóäåì êàê ðàç èñïîëüçîâàòü â
êà÷åñòâå ýòàëëîíîé.

Êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâàX ìû ñîïîñòàâèì âåðøèíó xi. Êàæäîìó 3-
ýëåìåíòíîìó ïîäìíîæåñòâó Cj = (x1j , x

2
j , x

3
j) èç C. ìû ñîïîñòàâèì ñëåäóþùèé

ãðàô Hj:

x1j x2j x3j

u1j v1j w1
j

u2j v2j w2
j

u3j y1j y2j y3j v3j z1j z2j z3j w3
j

Ðèñóíîê 23

Ðåáðà u2jx
1
j , v

2
jx

2
j , w

2
jx

3
j íå âõîäÿò â ãðàô Hj. Ýòè ðåáðà âõîäÿò â ðåçóëü-

òèðóþùèé ãðàô G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì âåðøèíà
xkj , k ∈ 1, 2, 3 âõîäèò â ñîîòâåòñòâóþùèå 3-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî Cj.

Òàê êàê â ñàìîé ýòàëëîíîé çàäà÷å ïëàíàðíîãî òî÷íîãî ïîêðûòèÿ 3-ìíî-
æåñòâàìè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàô ïîðîæä¼ííûé X è C ÿâëÿåòñÿ ïëàíàð-
íûì, òî ìîæåì ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî çàìåíà â òàêîì ãðàôå âåðøèí c ∈ C íà
ïðåäîñòàâëåííûé íàìè âûøå ãðàô H íå íàðóøèò ïëàíàðíîñòè, â ñèëó òîãî,
÷òî ãðàô H ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî "ãèáêèì".

Ïîíÿòíî, ÷òî ïîñòðîåíèå ãðàôà G âûïîëíåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

35



Òàê êàê íè îäèí ýëåìåíò íå âõîäèò áîëåå ÷åì â òðè ýëåìåíòà ýëåìåíòà C,
òî ñîâåðøåííî ïîíÿòíî, ÷òî òàêîé ãðàô íå èìååò âåðøèí ñòåïåíè áîëüøå 3.
Çàìåòèì, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì, ñî ñëåäóþùèìè äîëÿìè:

1) V1 = {xi|i ∈ {1, ..., 3q}} ∪ {ukj , y2j , vkj , z2j , wk
j |j ∈ {1, ...,m}; k ∈ {1, 3}}

2) V2 = {u2j , v2j , w2
j , y

k
j , z

k
j : j ∈ {1, ...,m}; k ∈ {1, 3}}

Òåïåðü, ïóñòü ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ýòàëëîíîé çàäà÷è.

Òîãäà â ïîñòðîåííîì ãðàôå G áóäåò ñëåäóþùåå ðàçáèåíèå íà P3 öåïè äëÿ
cj (òî÷íåå ðàçáèåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàôà Hj):

x1j x2j x3j

u1j v1j w1
j

u2j v2j w2
j

u3j y1j y2j y3j v3j z1j z2j z3j w3
j

Ðèñóíîê 24

È ðàçáèåíèå äëÿ ãðàôîâ Hj, êîòîðûå íå âõîäÿò â C̄.

x1j x2j x3j

u1j v1j w1
j

u2j v2j w2
j

u3j y1j y2j y3j v3j z1j z2j z3j w3
j

Ðèñóíîê 25

Âîëíèñòûå ð¼áðà ïðèíàäëåæàò öåïÿì P3.
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Ïóñòü òåïåðü ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ãðàôà íà öåïè P3:

Çàìåòèì, ÷òî |V (G)| = 3 · q + 15 · m. È q èç çàäà÷è ðàçáèåíèÿ íà èçî-
ìîðôíûå ãðàôû ðàâíÿåòñÿ q + 5 ·m. Ïîýòîìó, òàê êàê |V (P3)| · (q + 5 ·m) =
3 · q + 15 ·m = |V (G)|, òî åñëè è ñóùåñòâóåò ðåøåíèå äëÿ çàäà÷è î ðàçáèå-
íèè íà èçîìîðôíûå ãðàôû, òî âñå ãðàôû G(Vi) èçîìîðôíû P3 (èìåííî ñàìè
ãðàôû à íå èõ ïîäãðàôû) è êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà G ïðèíàäëåæèò òîé èëè
èíîé öåïè P3.

Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî âåðøèíû xi íå ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíûìè íè â êàêîé
öåïè P3. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòî íå òàê è ñêàçàòü íå
íàðóøàÿ îáùíîñòè, ÷òî ïóñòü x1j ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì â öåïè p, òîãäà ñóùåñòâóåò
êàêîé-òî ãðàô Hj, ÷òî u2j ∈ p, à òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âåðøèíà u1j ïðîñòî íå
ìîæåò áûòü ïîêðûòà íèêàêîé öåïüþ � ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü âåðøèíà x1j ïîêðûòà êîíöåâîé âåðøèíîé êàêîé-òî öåïè ëåæàùåé â
Hj. Òîãäà ýòîé öåïüþ ìîæåò áûòü òîëüêî öåïü (x1j , u

2
j , u

1
j)(Èíà÷å ó íàñ îñòà-

íåòñÿ íå ïîêðûòàÿ öåïüþ âåðøèíà u1j). Ïîêðûòü âåðøèíó u3j ìîæåò òîëüêî
öåïü (u3j , y

1
j , y

2
j ). Ñìîòðèì äàëüøå è âèäèì, ÷òî âåðøèíó y3j ìîæíî ïîêðûòü

äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, îäíàêî ñëó÷àé, êîãäà ýòà âåðøèíà ïîêðûâà-
åòñÿ (y3j , v

3
j , v

2
j ) � íåâîçìîæåí, òàê êàê òîãäà ìû íèêàê íå ñìîæåì ïîêðûòü

âåðøèíó v1j . Ïîëó÷àåì, ÷òî âåðøèíó y3j ïîêðûâàåò öåïü (y3j , v
3
j , z

1
j ). Ñìîò-

ðèì äàëüøå è âèäèì, ÷òî âåðøèíó v1j ìîæåò ïîêðûòü òîëüêî öåïü (v1j , v
2
j , x

2
j).

Âåðøèíó z2j ìîæåò ïîêðûòü òîëüêî öåïü (z2j , z
3
j , w

3
j ). À äàëüøå ïîëó÷àåì, ÷òî

âåðøèíó w1
j ìîæåò ïîêðûòü òîëüêî öåïü (w1

j , w
2
j , x

3
j). Òî åñòü ìû ïîëó÷èëè,

÷òî åñëè âåðøèíó x1j ïîêðûâàåò öåïü, êîòîðàÿ ÷àñòè÷íî ïîêðûâàåò ãðàô Hj,
òî è îñòàâøèåñÿ äâå âåðøèíû x2j è x3j òàêæå äîëæíû áûòü ïîêðûòû òîëüêî
öåïÿìè, êîòîðûå ïîêðûâàþò Hj è òîëüêî Hj.

Ïóñòü òåïåðü x1j ïîêðûòà öåïüþ p, êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ Hj, òîãäà
âåðøèíà u2j ìîæåò áûòü ïîêðûòà òîëüêî åñëè åñòü öåïü (u1j , u

2
j , u

3
j). Âåðøèíà

y11 ìîæåò áûòü ïîêðûòà òîëüêî (y1j , y
2
j , y

3
j ). Äàëüøå ñìîòðèì íà âåðøèíó v3j è

ïîëó÷àåì òðè ñëó÷àÿ êàê ýòà âåðøèíà ìîæåò áûòü ïîêðûòà öåïüþ P3:
1) (v2j , v

3
j , z

1
j ) � ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí, òàê êàê íå îñòà¼òñÿ òîãäà âîç-

ìîæíîñòè ïîêðûòü âåðøèíó v1j .
2) (v3j , z

1
j , z

2
j ). Òîãäà âåðøèíà z

3
j ìîæåò áûòü ïîêðûòà òîëüêî öåüþ (z3j , w

3
j , w

2
j ).

À òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî âåðøèíà w1
j íèêàê íå ìîæåò áûòü ïîêðûòà öåïüþ P3

� ïðîòèâîðå÷èå.
3) Ïîëó÷àåì, ÷òî âîçìîæåí îäèí åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, êîãäà âåðøè-

íà v3j ïîêðûòà öåïüþ (v3j , v
2
j , v

1
j ). Äàëüøå ïîëó÷àåì, ÷òî âîçìîæíà òîëüêî

öåïü (z1j , z
2
j , z

3
j ). À äàëüøå ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî åñëè âåðøèíó w3

j ïîêðûâàåò öåïü
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(w3
j , w

2
j , x

3
j), òî âåðøèíó w1

j óæå íå îñòà¼òñÿ ñïîñîáîâ ïîêðûòü. Òî åñòü âåð-
øèíó w3

j ìû ìîæåì ïîêðûòü òîëüêî öåïüþ (w3
j , w

2
j , w

1
j ).

Ñìîòðèì íà êàðòèíó â öåëîì è âèäèì, ÷òî â ñëó÷àå êîãäà x1j íå ïîêðûòà
öåïüþ, êîòîðàÿ òàêæå ïîêðûâàåò ÷àñòè÷íî ãðàô Hj, òî è äëÿ äâóõ äðóãèõ
âåðøèí x2j , x

3
j íå áóäåò ñóùåñòâîâàòü öåïåé, êîòîðûå è èõ ïîêðûâàþò è ÷à-

ñòè÷íî Hj.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî åñëè ðåáðî x1ju

2
j ïðèíàäëåæèò

êàêîé-òî öåïè, òî è ð¼áðà x2jv
2
j , x

3
jw

2
j ïðèíàäëåæàò êàêèì-òî öåïÿì. Åñëè

ðåáðî íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîé öåïè, òî è äâà äðóãèõ òîæå íå ïðèíàäëåæàò
íè îäíîé öåïè.

À òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìîæíî ëåãêî ïîñòðîèòü ðåøåíèå, âçÿâ â êà÷åñòâå
ýëåìåíòîâ C̄ òå ãðàôû Hj, â êîòîðûõ âñå òðè ðåáðà x1ju

2
j , x

2
jv

2
j , x

3
jw

2
j ïðèíàäëå-

æàò öåïÿì. Òàê êàê âñå îñòàëüíûå ãðàôû Hi íå áóäóò èìåòü öåïåé, êîòîðûå
ïîêðûâàþò ÷àñòè÷íî è ãðàôû Hi è ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåðøèíû x, òî ýëå-
ìåíòû ìíîæåñòâà C̄ íå áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ, è òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ ó
íàñ ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ãðàôà G íà P3 öåïè, òî ìíîæåñòâî C̄ êîòîðîå ìû
òîëüêî ÷òî ïîñòðîèëè áóäåò ïîêðûâàòü âñå âåðøèíû x à çíà÷èò ýòî è áóäåò
ðåøåíèåì äëÿ ýòàëîííîé çàäà÷è.

Òåïåðü ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü îñíîâíóþ òåîðåìó ýòîé ãëàâû

Òåîðåìà 2. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ íàèáîëüøèì èíäóöèðî-
âàííûì ïàðîñî÷åòàíèåì â êëàññå ïëàíàðíûõ ð¼áåðíûõ ãðàôîâ îò ïëàíàðíûõ
äâóäîëüíûõ, ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèí êîòîðûõ íå âûøå 3 ÿâëÿåòñÿ NP -
ïîëíîé

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � ïëàíàðíûé äâóäîëüíûé ãðàô, ìàêñèìàëüíàÿ
ñòåïåíü âåðøèíû â êîòîðîì íå âûøå 3, à òàêæå |V (G)| = 3 · q. Èçâåñòíî,
÷òî èíäóöèðîâàííîå ïàðîñî÷åòàíèå â ð¼áåðíîì ãðàôå L(H) äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî ãðàôà H ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíî íåïåðåñåêàþùåìóñÿ ìíîæåñòâó öåïåé
P3 â ãðàôå G[7], à ð¼áåðíûé ãðàô îò ïëàíàðíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà ìàêñè-
ìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèí êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò 3 ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì[8](Â
ýòîé ñòàòüå äîêàçàí äàæå áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò). Òàêèì îáðàçîì, òàê êàê
íàìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðàçáèåíèÿ ãðàôà G íà öåïè �
NP -ïîëíà, òî è çàäà÷à ÷èñëà íàèáîëüøåãî èíäóöèðîâàííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ
� NP -ïîëíà.
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Â ýòîé ãëàâå ìû óëó÷øèëè (ïóò¼ì ñóæåíèÿ êëàññà ãðàôîâ) ðåçóëüòàò îá
NP -ïîëíîòå çàäà÷è î íàèáîëüøåì èíäóöèðîâàííîì ïàðîñ÷åòàíèè.
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4 K-ÄÈÑÒÀÍÖÈÎÍÍÛÅ ÏÀÐÎÑÎ×ÅÒÀÍÈß

Â ýòîé ãëàâå ìû ââåä¼ì ïîíÿòèå k-äèñòàíöèîííîå ïàðîñî÷åòàíèå è äî-
êàæåì àíàëîã òåîðåìû ïðèíàäëåæíîñòè ãðàôà êëàññó A∗2[9], òîëüêî óæå äëÿ
k-äèñòàíöèîííûõ ïàðîñî÷åòàíèé (Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî 2-äèñòàíöèîííîå
ïàðîñî÷åòàíèå ÿâëÿåòñÿ èíäóöèðîâàííûì ïàðîñî÷åòàíèåì, òî ìû ñêîðåå âñåãî
ïîëó÷èì íå àíàëîã, à îáîáùåíèå).

Ïàðîñî÷åòàíèåM ãðàôà G íàçûâàåòñÿ k-äèñòàíöèîííûì ïàðîñî÷åòàíè-
åì(k ≥ 2), åñëè ∀ ðàçëè÷íûõ ð¼áåð v, u ∈M âûïîëíÿåòñÿ: dist(v, u) ≥ k.

Ïðè k = 2 ìû ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå èíäóöèðîâàííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ, òî
åñòü k-äèñòàíöèîííîå ïàðîñî÷åòàíèå ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì ïîíÿòèåì.

Ãðàô G íàçîâ¼ì ãðàôîì ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ k-äèñòàíöèîííûõ
ïàðîñî÷åòàíèé, åñëè âñå ìàêñèìàëüíûå k-äèñòàíöèîííûå ïàðîñî÷åòàíèÿ ýòî-
ãî ãðàôà èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü, à êëàññ òàêèõ ãðàôîâ áóäåì îáîçíà-
÷àòü êàê Ak.

Ãðàô G íàçîâ¼ì èäåàëüíûì ãðàôîì ìàêñèìàëüíûõ ðàâíîìîùíûõ k-äèñ-
òàíöèîííûõ ïàðîñî÷åòàíèé, åñëè ëþáîé ïîðîæä¼ííûé ïîäãðàô ýòîãî ãðàôà
ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ k-äèñòàíöèîííûõ ïàðîñî÷åòà-
íèé. Òàêîé êëàññ ãðàôîâ áóäåì îáîçíà÷àòü êàê A∗k.

Ïðèìåðîì ãðàôà ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ k-äèñòàíöèîííûõ ïàðîñî-
÷åòàíèé ìîæåò áûòü ïîëíûé ãðàô. Òàê êàê ëþáîé ïîðîæä¼ííûé ïîäãðàô
ïîëíîãî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ãðàôîì, òî â êà÷åñòâå ïðèìåðà èäåàëüíîãî
ãðàôà ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ íåñâÿçíûõ ïàðîñî÷åòàíèé ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí òàêæå ïîëíûé ãðàô.

Ëåììà 1. Ïóñòü G ñîñòîèò èç m êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè G1, ...Gm, M =
M1∪ ...∪Mm � k-äèñòàíöèîííîå ïàðîñî÷åòàíèå â G, ãäåMi � k-äèñòàíöèîííîå
ïàðîñî÷åòàíèå â Gi ∀i ∈ {1, ...,m}. M � ìàêñèìàëüíîå k-äèñòàíöèîííîå ïàðî-
ñî÷åòàíèå âG òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàMi � ìàêñèìàëüíîå k-äèñòàíöèîííîå
ïàðîñî÷åòàíèå â â Gi ∀i ∈ {1, ...,m}.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíîå k-äèñòàíöèîííîå ïàðîñî÷åòàíèåM âG è ïóñòü

òîãäà îíî ñîñòîèò èç ïàðîñî÷åòàíèé M1, ...Mm ãðàôîâ G1, ..., Gm ñîîòâåò-
ñòâåííî. Gi � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè G, ñëåäîâàòåëüíî dist(Mi,Mj) = ∞,
∀i, j ∈ {1, ...,m}, òî åñòü ëþáûå äâà ðåáðà èç ðàçíûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
óäàëåííû äðóã îò äðóãà áîëåå ÷åì íà k, ∀k ∈ N.
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Òî åñòü, åñëè Mi íå ìàêñèìàëüíîå k-äèñòàíöèîííîå ïàðîñî÷åòàíèå â Gi,
òî ðàñøèðèâ Mi äî ìàêñèìàëüíîãî k-äèñòàíöèîííîãî M 1

i , ìû ïîëó÷èì, ÷òî
íîâîå ïàðîñî÷åòàíèåMnew = M1∪...∪M 1

i ∪...∪Mm ÿâëÿåòñÿ k-äèñòàíöèîííûì
ïàðîñî÷åòàíèåì, ïðè ýòîì |Mnew| > |M | èM ∈Mnew, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó,
÷òî M � ìàêñèìàëüíîå k-äèñòàíöèîííîå ïàðîñî÷åòàíèå.

Â äðóãóþ ñòîðîíó, åñëè M1, ...,Mm � ìàêñèìàëüíûå k-äèñòàíöèîííûå ïà-
ðîñî÷åòàíèÿ âG1, ...Gm ñîîòâåòñòâåííî, è ïðè ýòîìM = M1∪...∪Mm íå ÿâëÿ-
åòñÿ ìàêñèìàëüíûì k-äèñòàíöèîííûì ïàðîñî÷åòàíèåì âG. Òîãäà ðàññìîòðèì
k-äèñòàíöèîííîå ïàðîñî÷åòàíèå M 1 = M 1

1 ∪ ... ∪M 1
m: M ∈ M 1, |M | < |M 1|

è M 1 � ìàêñèìàëüíîå k-äèñòàíöèîííîå ïàðîñî÷åòàíèå â G (Î÷åâèäíî, ÷òî
òàêîå ïàðîñî÷åòàíèå ñóùåñòâóåò). Òîãäà ìîæåì çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò i:
|M 1

i | > |Mi|. Òàê êàê M ∈M 1, òî Mi ∈M 1
i , à ýòî ïðîòèâîðå÷èå òîìó, ÷òî Mi

� ìàêñèìàëüíîå k-äèñòàíöèîííîå ïàðîñî÷åòàíèå â Gi.

Ëåììà 2. Ïóñòü G ñîñòîèò èç m êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè G1, ..., Gm. G ÿâ-
ëÿåòñÿ ãðàôîì ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ k-äèñòàíöèîííûõ ïàðîñî÷åòàíèé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Gi ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ
k-äèñòàíöèîííûõ ïàðîñî÷åòàíèé ∀i ∈ {1, ...,m}.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Ïóñòü G ∈ A∗k è ïóñòü ïðè ýòîì ∃i: Gi /∈ A∗k. Òîãäà ñóùåñòâóþò k-

äèñòàíöèîííûå ïàðîñî÷åòàíèÿ â Gi M
1
i ,M

2
i : |M 1

i | 6= |M 2
i |. Òîãäà ïî Ëåììå 1

ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàêñèìàëüíûå k-äèñòàíöèîííûå ïàðîñî÷åòàíèÿ
M 1,M2 â G: M 1

i ∈ M 1, M 2
i ∈ M 2 è |M 1| 6= |M 2| � ïðîòèâîðå÷èå òîìó, ÷òî

G ∈ A∗k.
2) Ïóñòü Gi ∈ A∗k, ∀i ∈ {1, ...,m}. Òîãäà èç Ëåììû 1 ñîâåðøåííî î÷å-

âèäíî, ÷òî âñå ìàêñèìàëüíûå k-äèñòàíöèîííûå ïàðîñî÷åòàíèÿ â G ÿâëÿþòñÿ
ðàâíîìîùíûìè.

Îáîçíà÷èì ñëåäóþùèå ãðàôû:

v1 v2 v3 ... vk+1 vk+2 vk+3

H1
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u1

v1 v2 ... vk vk+1

u2

H2

u1 w1

v1 v2 ... vk−2 vk−1

u2 w2

H3

Ðèñóíîê 26

Òåîðåìà 2. Ãðàô G ∈ A∗k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G ÿâëÿåòñÿ (H1,
H2, H3)-ñâîáîäíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà â îäíó ñòîðîíó:
G ∈ A∗k, ñëåäîâàòåëüíî G ÿâëÿåòñÿ (H1, H2, H3)-ñâîáîäíûì.

Ïóñòü ýòî íå òàê, è G ∈ A∗k è ïðè ýòîì Hk ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà
G, k ∈ {1, 2, 3}. Ðàññìîòðèì ýòîò ïîäãðàô Hk è äîêàæåì, ÷òî îí íå ÿâëÿåòñÿ
ãðàôîì ðàâíîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ k-äèñòàíöèîííûõ ïàðîñî÷åòàíèé.

Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:

1) k = 1
ðàññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà ð¼áåð: B = {v1v2, vk+2vk+3}, C = {v2v3}. Íà

ñëåäóþùåì ðèñóíêå ýëåìåíòû ýòèõ ìíîæåñòâ îòìå÷åíû âîëíèñòûì ð¼áðàìè.
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v1 v2 v3 ... vk+1 vk+2 vk+3

B

v1 v2 v3 ... vk+1 vk+2 vk+3

C

Ðèñóíîê 27

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ð¼áðàìè v1v2, vk+2vk+3 ðàâíî k, ñëåäîâàòåëüíî B � k-
äèñòàíöèîííîå ïàðîñî÷åòàíèå, à òàê êàê ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî äîáàâèòü
ê ýòèì ð¼áðàì åù¼ îäíî òàê, ÷òîáû ïàðîñî÷åòàíèå îñòàëîñü k-äèñòàíöèîííûì
íåëüçÿ, ñëåäîâàòåëüíî B � ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå. Òàêæå ìîæíî çàìå-
òèòü, ÷òî C òîæå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì k-äèñòàíöèîííûì ïàðîñî÷åòàíèåì.
Òàê êàê |B| 6= |C|, ïîëó÷àåì, ÷òî ãðàô H1 íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ïîäãðàôîì ãðà-
ôà G.

2) k = 2
Îáîçíà÷èì B = {u1u2, vkvk+1}, C = {v1v2}.

u1

v1 v2 ... vk vk+1

u2

B

u1

v1 v2 ... vk vk+1

u2

C

Ðèñóíîê 28
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dist(u1u2, vkvk+1) = k, ñëåäîâàòåëüíî B � k-äèñòàíöèîííîå ïàðîñî÷åòà-
íèå, è òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî îíî ìàêñèìàëüíîå k-äèñòàíöèîííîå ïàðîñî÷åòà-
íèå. Òàêæå ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì k-äèñòàíöèîííûì
ïàðîñî÷åòàíèåì, à òàê êàê |B| 6= |C|, ñëåäîâàòåëüíî H2 íå ìîæåò áûòü ïîä-
ãðàôîì ãðàôà G.

3) k = 3
Îáîçíà÷èì B = {u1u2, w1w2}, C = {u1v1}.

u1 w1

v1 v2 ... vk−2 vk−1

u2 w2

B

u1 w1

v1 v2 ... vk−2 vk−1

u2 w2

C

Ðèñóíîê 29

dist(u1u2, w1w2) = k, ñëåäîâàòåëüíî B � k-äèñòàíöèîííîå ïàðîñî÷åòàíèå
è ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî îíî ìàêñèìàëüíîå k-äèñòàíöèîííîå ïàðîñî÷åòà-
íèå. C òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì k-äèñòàíöèîííûì ïàðîñî÷åòàíèåì, à
òàê êàê |B| 6= |C|, ñëåäîâàòåëüíî H3 íå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G.

Ïîëó÷àåì, ÷òî G � (H1, H2, H3)-ñâîáîäíûé � ÷.ò.ä.

Äîêàæåì òåïåðü: G ÿâëÿåòñÿ (H1, H2, H3)-ñâîáîäíûì, ñëåäîâàòåëüíî G ∈
A∗k.

Ïóñòü G ñîñòîèò èç m êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, îáîçíà÷èì èõ êàê G1, ..., Gm.
Òàê êàê âñå Hi � ñâÿçíûå ãðàôû, òî Gi � (H1, H2, H3)-ñâîáîäíûå ∀i ∈
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{1, ...,m}. Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî Gi ∈ A∗k, ∀i ∈ {1, ...,m} òî ïî Ëåììå 2
ìû ïîëó÷èì, ÷òî è G ∈ A∗k.

Ðàññìàòðèâàåì ãðàô Gi. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî Gi /∈ A∗k, òîãäà ∃
k-äèñòàíöèîííîå ïàðîñî÷åòàíèå Mi â Gi: |Mi| ≥ 2. Òî åñòü â Gi ñóùåñòâóþò
ð¼áðà e1, e2 òàêèå, ÷òî dist(e1, e2) ≥ k, à çíà÷èò ñóùåñòâóåò ðåáðî e3 òàêîå,
÷òî dist(e1, e3) = k.

Îáîçíà÷èì e1 = v1v2, e3 = vk+2vk+3, è v2v3...vk+1vk+2 = C � êðàò÷àéøèé
ïóòü ìåæäó ð¼áðàìè e1, e2. Âåðøèíû v1, v2 íå ìîãóò áûòü ñìåæíû ñ âåðøè-
íàìè vi, ∀i ∈ {4, ..., k + 3}, òàê êàê èíà÷å ìû ïîëó÷èì, ÷òî dist(e1, e3) < k.
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî vk+2, vk+3 íå ìîãóò áûòü ñìåæíû ñ âåðøèíàìè vi,
∀i ∈ {1, ..., k}. Òàêèìè æå ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî v3 íå ìîæåò áûòü
ñìåæíà ñ âåðøèíàìè vi, ∀i ∈ {5, ..., k + 3} è âåðøèíà vk+1 íå ñìåæíà ñ vi,
∀i ∈ {1, k − 1}.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî âñå îñòàëüíûå âåðøèíû vj, ∀j ∈ {4, k} íå
ñìåæíû íè ñ îäíîé äðóãîé âåðøèíîé èç ìíîæåñòâà âåðøèí {vi|i ∈ {1, ..., k +
3}}, êðîìå äâóõ ñâîèõ ñîñåäíèõ âåðøèí â öåïè C. Èíà÷å ãîâîðÿ, â ãðàôå
ïîðîæä¼ííîì íà ìíîæåñòâå âåðøèí {vi|i ∈ {1, ..., k + 3}}, êðîìå ð¼áåð, êî-
òîðûå óæå âõîäÿò â öåïü v1v2...vk+2vk+3 ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü òîëüêî ð¼áðà
v1v3, vk+3vk+1. Ðàññìîòðåâ âñå 4 âîçìîæíûõ âàðèàíòà, ìû ïîëó÷èì, ÷òî ãðàô
ïîðîæä¼ííûé íà âåðøèíàõ {vi|i ∈ {1, k + 3}} áóäåò ëèáî H1, ëèáî H2, ëèáî
H3.

u1 uk+3

u3 u4 ... uk uk+1

u2 uk+2

H1

u1 uk+3

u3 u4 ... uk uk+1

u2 uk+2

H2
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u1 uk+3

u3 u4 ... uk uk+1

u2 uk+2

H2

u1 uk+3

u3 u4 ... uk uk+1

u2 uk+2

H3

Ðèñóíîê 30
- ÷. ò. ä.

Ñëåäñòâèå. Òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû î õàðàêòåðèçàöèè
êëàññà äëÿ èíäóöèðîâàííûõ ïàðîñî÷åòàíèé (Òåîðåìà 5 èç ãëàâû 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â Òåîðåìå 5 âçÿòü k ðàâíîå 2, òî ïîëó÷èòñÿ, ÷òî H1
1 =

H1, H
1
2 = H2 è H1

3 = H3. À k-äèñòàíöèîííîå ïàðîñî÷åòàíèå ñòàíåò èíäóöèðî-
âàííûì.

Â ýòîé ãëàâå ìû ïðèâåëè õàðàêòåðèçàöèþ êëàññà èäåàëüíûõ ãðàôîâ ðàâ-
íîìîùíûõ ìàêñèìàëüíûõ k-äèñòàíöèîííûõ ïàðîñî÷åòàíèé. Äîêàçàëè å¼ êîð-
ðåêòíîñòü è ïîêàçàëè, ÷òî äàííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì õàðàêòå-
ðèçàöèè äëÿ êëàññà B∗.
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5 ÂÇÂÅØÅÍÍÎÅ ÈÍÄÓÖÈÐÎÂÀÍÍÎÅ

ÏÀÐÎÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ

Â ýòîé ãëàâå ïîä âçâåøåííûì ãðàôîì ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ãðàô,
êàæäîé âåðøèíå êîòîðîãî ïðåäïèñàííû ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû (âåñà). Ïîä âå-
ñîì ðåáðà ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ñóììó âåñîâ åãî âåðøèí.

Çàäà÷à ïîèñêà íàèáîëüøåãî ïî âåñó èíäóöèðîâàííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ çà-
êëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå òàêîãî èíäóöèðîâàííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ M , ÷òî ñóììà
âåñîâ âåðøèí ýòîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ ìàêñèìàëüíà.

Îïåðàöèÿ ïîäñòàíîâêè ãðàôà G1 âìåñòî âåðøèíû v ∈ V (G) â ãðàô G
ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ äåéñòâèé:

1) Óäàëåíèå âåðøèíû v èç ãðàôà G
2) Îáúåäèíåíèå ãðàôîâ G1 è G \ {v}.
3) Äîáàâëåíèå ðåáðà ìåæäó ëþáîé âåðøèíîé ãðàôàG1 è ëþáîé âåðøèíîé

N(v).

Ïðèìåð ïîäñòàíîâêè G1 âìåñòî âåðøèíû v â ãðàô G. Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿ-
åòñÿ ãðàô G2.

◦

v ◦ ◦ ◦

• • ◦ ◦ • •

• •

G G1 G2

Ðèñóíîê 31

Ïóñòü P ýòî êàêîé-òî êëàññ ãðàôîâ, òîãäà P 1 � êëàññ ãðàô, â êîòîðûé
âõîäèò ñàì êëàññ P è ãðàôû ïîëó÷åííûå îäíîé îïåðàöèåé ïîäñòàíîâêè ãðàôà
èç êëàññà P âìåñòî ëþáîé âåðøèíû êëàññà ãðàôà P . P ∗ � êëàññ ãðàôîâ, â
êîòîðûé âõîäèò ñàì êëàññ P è ãðàôû, ïîëó÷åííûå ïóò¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîãî
âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ïîäñòàíîâêè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü P � êëàññ ãðàôîâ, â êîòîðîì çàäà÷à î íàèáîëüøåì
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âçâåøåííîì èíäóöèðîâàííîì ïàðîñî÷åòàíèè ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ, G1 è G2 � ïðîèçâîëüíûå ãðàôû èç êëàññà P è âåðøèíà v ∈ V (G1).
Òîãäà äëÿ ãðàôà, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç G1 â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè âìå-
ñòî âåðøèíû v ãðàôà G2, çàäà÷à î íàèáîëüøåì âçâåøåííîì èíäóöèðîâàííîì
ïàðîñî÷åòàíèè òàêæå ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � àëãîðèòì, êîòîðûé ðåøàåò çàäà÷ó î íàõîæäåíèè
íàèáîëüøåãî âçâåøåííîãî èíäóöèðîâàííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ çà ïîëèíîìèàëü-
íîå âðåìÿ.

Ðàññìîòðèì âçâåøåííûé ãðàôG2, êîòîðûé ïîëó÷èëñÿ ïóò¼ì ïîäñòàíîâêè
âçâåøåííîãî ãðàôà G1 èç êëàññà P âìåñòî âåðøèíû v âçâåøåííîãî ãðàôà G
èç òîãî æå êëàññà P .

Ïîäãðàô ïîðîæä¼ííûé âåðøèíàìè N(v) áóäåì îáîçíà÷àòü êàê H. Ìíî-
æåñòâî ð¼áåð, îäíà âåðøèíà êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò ãðàôó G1, à âòîðàÿ H
áóäåì îáîçíà÷àòü êàê Econnect. Âåñ ïðåäïèñàííûé âåðøèíå v âî âçâåøåííîì
ãðàôå G áóäåì îáîçíà÷àòü êàê c(v)G.

G1

u1 u2 . . . un−1 un

Econnect

w1 . . . wk N(v)

z1 z2 . . . zm−1 zm

G \ {v}

Ðèñóíîê 32

Ïóñòü M � íàèáîëüøåå âçâåøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà G2.

1) Åñëè õîòÿ áû îäíî ðåáðî (íàçîâ¼ì åãî h1h2) ãðàôà H âõîäèò â M , òî
òîãäà âM íå ìîæåò áûòü íè îäíîãî ðåáðà èç ãðàôà G1, òàê êàê dist(h1h2, e) ≤
1, ∀e ∈ E(G1). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðåáðî h3v ∈ Econnect, ãäå v ∈ V (G1).
Òàê êàê v è h1 ñìåæíû, òî dist(h1h2, h3v) = 1 (dist(h1h2, h3v) = 0, åñëè
h3 ∈ {h1, h2}), ñëåäîâàòåëüíî ëþáîå ðåáðî Econnect òàêæå íå ïðèíàäëåæèò
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èíäóöèðîâàííîìó ïàðîñî÷åòàíèþ M . Ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ð¼áðà M ∈ E(G \
{v}).

Ïóñòü â ãðàôå G êàæäàÿ âåðøèíà u èìååò âåñ c(u)G. Ðàññìîòðèì âçâå-
øåííûé ãðàô Gw:

V (G) = V (Gw),
E(G) = E(Gw),
c(u)Gw

= c(u)G, ∀u ∈ V (Gw \ {v}),
c(v)Gw

= −max({c(u)G|∀u ∈ N(v)})− 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòðîåíèå äàííîãî ãðàôà Gw çàíèìàåò ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ. Àëãîðèòì A íàõîäèò íàèáîëüøåå âçâåøåííîå èíäóöèðîâàííîå ïàðîñî-
÷åòàíèå â ãðàôå Gw, ïðè ýòîì, òàê êàê âåñ ëþáîãî ðåáðà èíöèäåíòíîãî âåð-
øèíå v îòðèöàòåëåí, òî äàííûé àëãîðèòì ïîëó÷èò íàèáîëüøåå âçâåøåííîå
èíäóöèðîâàííîå ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå G \ {v}.

2) Åñëè õîòÿ áû îäíî ðåáðî e = hu ∈ M , ãäå h ∈ V (H) è u ∈ G \ {v},
òî àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïóíêòó 1), ìû ïîëó÷èì, ÷òî íè îäíî ðåáðî
èç ìíîæåñòâà Econnect è íè îäíî ðåáðî èç ãðàôà G1 òàêæå íå âõîäèò â M .
À òàêæå ïîëó÷èì, ÷òî íàèáîëüøåå âçâåøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå âî âñ¼ì ãðàôå
ñîâïàäàåò ñ íàèáîëüøèì âçâåøåííûì ïàðîñî÷åòàíèåì â ïîñòðîåíîì ãðàôåGw

èç ïóíêòà 1), êîòîðîå ìîæíî íàéòè àëãîðèòìîì A çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

3) Åñëè êàêîå-òî ðåáðî hu1 èç ìíîæåñòâà Econnect âõîäèò â M , ãäå h ∈
V (H), òî îíî åäèíñòâåííîå, òàê êàê ëþáûå äâà ðåáðà â ìíîæåñòâå Econnect

ëèáî ñìåæíû, ëèáî èìåþò ðåáðî, êîòîðîå ñìåæíî èì îáîèì. Íèêàêîå ðåáðî
ãðàôà G1 òàêæå íå âõîäèò â M , òàê êàê ëþáàÿ âåðøèíà G1 ñìåæíà ñ âåðøè-
íîé h. Ïîëó÷àåì, ÷òî M � íàèáîëüøåå âçâåøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå,
ïîðîæä¼ííîì âåðøèíàìè {u1, G \ {v}}, à ýòîò ãðàô åñòü íå ÷òî èíîå, êàê G
ñ òî÷íîñòüþ äî âåñîâ âåðøèí.

Ïóñòü umax � âåðøèíà ñ ìàêñèìàëüíûì âåñîì â G1. Îáîçíà÷èì ãðàô, ïî-
ðîæä¼ííû âåðøèíàìè {u1, G\{v}} êàê Gu1

è ãðàô, ïîðîæä¼ííûé âåðøèíàìè
{umax, G \ {v}}, êàê Gumax

. Ñòðóêòóðíî, ýòè ãðàôû ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ
ãðàôîìG, è âñå ð¼áðà íå èíöèäåíòíûå âåðøèíå u1 âGu1

, è ð¼áðà íå èíöèäåíò-
íûå âåðøèíå v1 â Gv1 èìåþò îäèíàêîâûå âåñà. Îäíàêî âñå ð¼áðà èíöèäåíòíûå
u1 èìåþò ìåíüøèå âåñà, ÷åì âñå ð¼áðà èíöèäåíòíûå âåðøèíå umax.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè íàèáîëüøåå âçâåøåííîå èíäóöèðîâàííîå ïà-
ðîñî÷åòàíèå â ýòîì ñëó÷àå, íóæíî íàéòè âåðøèíó ñ ìàêñèìàëüíûì âåñîì â
ãðàôå G1 (åñëè òàêèõ âåðøèí íåñêîëüêî, òî ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ), ïîñòðî-
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èòü ãðàô Gumax
, êîòîðûé î÷åâèäíûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå

âðåìÿ è âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì A äëÿ ýòîãî ãðàôà.

4) Ïîëó÷àåì, ÷òî îñòàëñÿ ñëó÷àé, êîãäà íè îäíî ðåáðî èíöèäåíòíîå N(v)
íå âõîäèò â M . Òàê êàê dist(G1, G \N(v)) = 2, òî M � ýòî îáúåäèíåíèå íàè-
áîëüøåãî âçâåøåííîãî èíäóöèðîâàííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â G1 è íàèáîëüøåãî
âçâåøåííîãî èíäóöèðîâàííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â G \ N(v). Àëãîðèòì A ñïî-
ñîáåí íàéòè íàèáîëüøåå âçâåøåííîå èíäóöèðîâàííîå ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå
G1. ×òîáû íàéòè íàèáîëüøåå âçâåøåííîå èíäóöèðîâàííîå ïàðîñî÷åòàíèå â
G \ N(v), ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïðè¼ìîì èç ïóíêòà 1). À èìåííî, ìû âîçüì¼ì
ãðàô G è ïîìåíÿåì âåñà â âåðøèíàõ {v,N(v)} íà {−max(c(u)) − 1|∀u ∈
V (G \N(v))}, òåì ñàìûì ìû ãàðàíòèðóåì, ÷òî àëãîðèòì A íå âûáåðåò ð¼áðà
ñ îòðèöàòåëüíûì âåñîì. À çíà÷èò, àëãîðèòì A äëÿ íîâîãî ïîñòðîåííîãî ãðà-
ôà íàéä¼ò íàèáîëüøåå âçâåøåííîå èíäóöèðîâàííîå ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå
G \N(v).

Â èòîãå, ÷òîáû ïîëó÷èòü íàèáîëüøåå âçâåøåííîå èíäóöèðîâàííîå ïàðî-
ñî÷åòàíèå â G2, íàì íàäî íàéòè íàèáîëüøåå âçâåøåííîå èíäóöèðîâàííîå ïà-
ðîñî÷åòàíèè â êàæäîì èç ÷åòûð¼õ ïóíêòîâ, è âûáðàòü èç íèõ ïàðîñî÷åòàíèå
ñ íàèáîëüøèì âåñîì � ÷.ò.ä.

Äîêàçàíà òåîðåìà î íàèáîëüøåì âçâåøåííîì èíäóöèðîâàííîì ïàðîñî÷å-
òàíèè â ãðàôå, êîòîðûé ïîëó÷åí èç äðóãèõ ãðàôîâ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ
ê íèì íåêîòîðîé ãðàôîâîé îïåðàöèè ïîäñòàíîâêè.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Áûë ðàçðàáîòàí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ìîù-
íîñòè íàèáîëüøåãî íåñâÿçíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ è ñàìîãî íåñâÿçíîãî íàèáîëü-
øåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â êëàññå äåðåâüåâ. Óñòàíîâëåíà NP -ïîëíîòà çàäà÷è íàè-
áîëüøåãî èíäóöèðîâàííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â êëàññå ïëàíàðíûõ ð¼áåðíûõ ãðà-
ôîâ îò ïëàíàðíûõ äâóäîëüíûõ, ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèí êîòîðûõ íå
ïðåâûøàåò òðè. Äëÿ k-äèñòàíöèîííûõ è íåñâÿçíûõ ïàðîñî÷åòàíèé ñôîðìó-
ëèðîâàíû è äîêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè
ãðàôà ê êëàññó èäåàëüíûõ ãðàôîâ ìàêñèìàëüíûõ ïàðîñî÷åòàíèé. Äîêàçàíà
òåîðåìà î íàèáîëüøåì âçâåøåííîì èíäóöèðîâàííîì ïàðîñî÷åòàíèè â ãðàôå,
êîòîðûé ïîëó÷åí èç äðóãèõ ãðàôîâ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ê íèì íåêîòîðîé
ãðàôîâîé îïåðàöèè ïîäñòàíîâêè.
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