
rank { X$
x, s - 1 , 2, •“，dtl ХІ]у j « 0 , 1, ко - 1 } »n. 

Учитывая специфику начальных условий для системы (3), можно 
рассматривать и другие виды управляемости [3]. 
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УДК 519.62 
В. В. БОБКОВ, Е. Б. СОНЕЦ 

АДАПТИВНЫЕ МЕТОДЫ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ 
ЖЕСТКИХ СИСТЕМ, ОСНОВАННЫЕ НА ЧЕБЫШЕВСКОМ 

ПРИБЛИЖЕНИИ СПЕКТРАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ 
Applying Chebyshev s approximation technique new explicit methods for the numerical 

solution of initial value problem for linear stiff systems of ordinary differential equations are 
derived, possessing properties of improved correspondence between differential ana difference 
problems being valid only for those components of the solution which are not negligible. 

Рассматривается задача Коши 
u' = Au + b, u (to ) = u°, (1) 

где А-постоянная матрица размерности mxm, имеющая отрицатель-
ный вещественный спектр и ш линейно независимых собственных 
векторов, b = (Ьь Ь2, •", bm)T- постоянный вектор. 

Томное решение задачи (1), как известно, представимо в виде 

(2) 
i-1 

где�夕》(Сь�朽’ •••, i = 1, 2, •", т , — ортонормированный базис системы 
собственных векторов матрицы А ,入入 2 >"•> собственные числа 
матрицы A, q - константы, зависящие от и0. 

Сумма в правой части соотношения (2) представляет собой линейную 
комбинацию гармоник - i = 1, 2, •••’ m, вносящих при 
большом разбросе спектра неравнозначный вклад в решение. Для рас-
сматриваемой траектории условимся называть «выгоревшими» в момент 
времени t те гармоники, для которых слагаемое�財 ⑴ не наблюдаемо 
в пределах заданной точности, а «невыгоревшими» — все остальные. 
Введем в рассмотрение также переменную А - границу, разделяющую 
«выгоревшую» и «невыгоревшую» части спектра исходной матрицы на 
данном решении. 

Будем строить численный метод для решения задачи (1) в виде 
y » S y + g ( S ^ i = s i ^ i , y « u ( t ) , y « u ( t + r ) , т > 0 ) . 

Если приближенное решение в точке t совпадает с томным, то ў 
представимо в виде 

У= £ Cifexp(入it)si — SA—S + g. (3) 
i-1 

Сопоставляя (3) и (2) в момент времени t + т, несложно заметить, 
что Sj представляют собой аналоги pxp(Xj = т), а выражение� 一 SA_1b + g 
служит приближением вектора - А " - положения равновесия исходной 
системы. Поэтому процесс численного решения задачи (1) на каждом 
шаге т при сохранении методом положения равновесия сводится к 
моделированию величин е х р (入 с помощью s： [1]. 

Назовем ехр(х) спектральной функцией системы u' = Au + b. Каждый 
численный метод реализует некоторое приближение Е(х) к ехр(х), 
однозначно определяющее его порядок точности и область устойчивости. 
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Предлагаемый здесь подход к построению методов основан на том 
что спектральная функция метода Е(х) должна хорошо аппроксимиро 
вать экспоненту хотя бы на отрезке [Ат, 0], отвечающем «невыгорев 
шим» гармоникам системы, на остальном же участке, вплоть до� 一 IIAlb 
достаточно обеспечить выполнение неравенства IE(x)l< 1. Возьмем i 
качестве Е(х) многочлен Чебышева первого рода на отрезке [а, 0], прі 
этом удовлетворим следующие условия: 1) Е(0) = 1, 2) Е(Лт) “ ехр(Ат) 
3) а < -ІІАІІт, 4) Е ( х ) - монотонно возрастающая функция при х € [八7 
0]. 

При выборе Е (X) » cos ( n arccos ( 1 - —х) ) условие 1) выполняете; 
автоматически. Требование 2) приводит к соотношению 

^ 2Кт 

1 - cos ( ( arccos ( ехр ( Л 7 ) ) + 2тк ) / п ) 

где удобно положить к = 0 в целях максимизации величины I а I. Поэтом} 
возьмем 

^ , (4) 
1 - cos ( ( arccos ехр ( А т ) ) / п ) 

Неравенство 3) является условием устойчивости метода для любого шага 
т. Оно удовлетворяется за счет выбора степени п многочлена Е(х) v 
приводит к ограничению 

n ^ arccos схр ( Л т ) ( 5 ) 
arccosq ' � 

г д е q - m a x ( 1� 十 盖 ， 0 ) . 

При таком выборе а и п наибольший корень х0 многочлена Е(х) 
удовлетворяет неравенству х0 < Лт, что обеспечивает выполнение усло-
вия 4). Для построения метода воспользуемся рекуррентными соотно-
шениями для чебышевских многочленов. Применительно к Е(х) они 
выглядят так: 

Е п + 1 ( х ) = 2 ( + п = 1, 2 , . . . 
а 

Приведенные ниже расчетные формулы в совокупности с соотноше-
ниями (4), (5) представляют собой метод со спектральной функцией 
вида Е (X) = cos ( n arccos ( 1 - - |-х) )，имеющий первый порядок точно-
сти и правильное положение равновесия: 

У0 = У，У1 = У-丢т ( А у + Ь), ct 

у к = - і - т ( А у к - 1
+ Ь ) + 2 у к - 1 - у к - г , k - 2 ’ 3，…，n, ў - у » . 

Переменная А, являющаяся параметром метода, в процессе интегри-
рования должна принимать значения, приближающие слева наибольшие 
по модулю «невыгоревшие« собственные числа матрицы А. При этом 
справедлива следующая оценка: 

+1п("丨 lu 0 +A _1bll) < Л</х, 

где /І= ( А (Au + b) , Au�十 b) / II Au�十 b II2, € > 0 - константа, задающая 
требуемую малость величины ехр (Лт) max Iĉ Ll. 

1<і, k«m 
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