
символы S2 и S4 после их возникновения остаются незатрагиваемыми 
другими правилами, подслово ХхХ2 ... Xn+1Si слова Т при помощи правил 
системы (2) с использованием правил (б) должно быть преобразовано 
в слово a^Sx. Следовательно, если получится слово из языка L(M), то 
оно будет вида aaax^.^jXi, и будет получено тогда и только тогда, когда 
слово ххх2 ... Хц. эквивалентно слову ааа в ассоциативном исчислении Ц, 
ибо система (2) является «грамматической» копией системы (1) (в том 
смысле, что все ее символы вспомогательные). Лемма 1 доказана. 

Теорема 2. Проблема yeL(M), где слово y€Z + , алгоритмически 
неразрешима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно лемме 1, y€L(M) тогда и только 
тогда, когда у « ааахп ... х2хх и слово ххх2 … х п эквивалентно слову ааа 
в ассоциативном исчислении Ц. Поэтому алгоритма решения проблемы 
yeL(M) не существует согласно теореме 1. Теорема 2 доказана. 

Таким образом, построена конкретная грамматика типа 0 с неразре-
шимой проблемой грамматического разбора. 

3. В заключение укажем еще на один факт, вытекающий из ассоци-
ативного исчисления Ц. Для произвольного слова х из Z+ определим 
следующий предикат Р:Р(х) - 1 , если слово х эквивалентно слову ааа в 
исчислении Ц, и Р(х) = 0 в противном случае. Предикат Р(х) не является 
вычислимым согласно теореме 1. Поэтому определим следующий алго-
ритм А, «пытающийся» вычислять предикат Р(х): зафиксируем некото-
рый алгоритм В применения к словам в алфавите Z соотношений 
системы (1) , удовлетворяющий такому условию Q. 

Условие Q. Алгоритм В заканчивает применять соотношения системы 
(1) , если получилось слово ааа (и тогда выдает 1) или слово, к которому 
ни одно соотношение системы (1) не применимо (в этом случае выдает 
0 ) . 

Ясно, что каждый алгоритм А, состоящий из алгоритма В, удовле-
творяющего условию О, вычислит некоторые значения предиката Р. Но 
какова бы ни была быстро растущая общерекурсивная функция f (n) , 
найдется хотя бы одно натуральное число ш, что при обработке неко-
торого слова X из Z+ длины m алгоритм А сделает больше, чем f (m) 
шагов, ибо в противном случае алгоритм А вычислял бы предикат 
Р, что невозможно. 
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УДК 514.765 

Ю. Я ЧУРБАНОВ 

Л О К А Л Ь Н Ы Е Ф - П Р О С Т Р А Н С Т В А П О Р Я Д К А 5 
The paper contains necessary and sufficient conditions for any reductive homogeneous 

space to be a local Ф-space of order 5. 

Дадим следующее 
Определение. Пусть G - связная группа Ли с алгеброй Ли g, Н - ее 

замкнутая подгруппа Ли с алгеброй Ли h. Однородное пространство G / H 
назовем (по аналогии с [1 ] ) локальным Ф-пространством порядка 
5，если в g существует такое подпространство m и такой автоморфизм 
少、что(1) (ps = Е, где Е - тождественный автоморфизм в g; 
2) h = { X e g l ^ ( X ) = X},_m = Ag, А = ^ - Е ; 
3) y>oAd(K) = Ad(K)op для всех кеН. 

Ясно, что каждое однородное Ф-нространство порядка 5 является 
локальным Ф-пространством порядка 5 [2] . Обратное, вообще говоря, 
не верно. Примером может служить двумерный тор Т2 « R 2 / Z 2 , который 
ие является однородным Ф-пространством порядка 5, но который можно 

47 



аналогично [ 1 ] превратить в локальное Ф-пространство порядка 5. Отме-
тим также, что для локальных Ф-пространств порядка 5 верны все 
теоремы работы [2]. 

Установим теперь, когда произвольное редуктивное однородное про-
странство G / H является локальным Ф-пространством порядка 5. Ответ 
дает 

Теорема 1. Пусть G / H - однородное редуктивное пространство и 
g » тфА — редуктивное разложение алгебры Ли g, где m отождествляется 
с касательным пространством к G / H в точке р0 = М. Пусть, кроме того, 
m = ліхШШг и на G / H существует G-шшариантная почти комплексная 
структура J такая, что i j m d c n i i , i = l , 2，где J0 = Jpo. Положим 
J0|mi = Ji, i= 1,2. Для того, чтобы G / H было локальным Ф-пространством 
порядка 5, необходимо и достаточно, чтобы J0, Ji и J2 удовлетворяли ра-
венствам: 

[ J � X , J 0 Y] h = [X，Y]h , (1) 

J 3 - i [ X h У-, ]3-i - ( - 1 ) З Ч
( [ Х Ь JiYi ]3-i , i = l,2, (2) 

J i [X x , Y2 ]І - - [JxXb Y 2 ]丨 = ( - l ) i + 1 [ X i , J2Y2 i = l , 2 , (3) 

J,[Xi, Y, ] i - ( 一 1 Г [ Х “ J iYi�" i - 1 , 2 , (4) 
где X, Y - произвольные элементы из m, а Хь Yj- произвольные элемен-
ты ИЗ Л1|. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость следует из работ [2], 
[3]. Докажем достаточность. Пусть 

а = cos у , b = sin�亨，с = cos�警，d = sin�字.�

Для любых Хеш ь Y6m2 положим: 
01 ( Х ) = а Х十№ ( X ) , (5) 

0 2 ( Y ) = cY + d J 2 ( Y ) . (6) 
Тогда легко проверить выполнимость следующих равенств: 

0 I 5 ( X ) = X , 0 | ( Y ) = Y , ( 7 ) 

01 (Х)+б і 4 ( Х ) - 2 а Х , 02 (Y)+024 ( Y ) = 2CY, (8) 

(Х)+0! 3 ( Х ) = 2сХ,硿（Y)+6t3 ( Y ) = 2aY. (9) 
Докажем, что [ш1э m 2 ]h= {0}. Из (1) для любых Хетъ Yem2 [JiX, 
Y ] h - - [ X , J2Y]h. Отсюда и из (5)，(6) выводим [0iX, 02J2Y]h = -
- [ ^ Х , Y]h , или [вхХу 02J2Y +Y L = Но 02J2Y共一 Y, ибо в противном 
случае 02Y = J2Y или (с учетом (6) ) J2Y = — т . е . Y = 0. В силу 

1 — d 
произвольности X и Y [т 1 у Шзк = (0}. 

Покажем также, что ̂ 爪丄,m� ̂= [m2, m2]2 = {0}. Сделаем это для т ь 
так как для т 2 это делается аналогично. Для любых X.Yemy с учетом 
(4), (5) имеем 

Отсюда 
[0iX, 9 . Y I = [ X , e l Y ] , . (10) 

[б іХ, = [ X , e?Y] l 9 (11) 

[0 iX, e^Y], = [ X , ^ Y ] ! , (12) 

[ 0 I X , E ^ Y ] , = [ X , Y ] B ( 1 3 ) 

[0iX, Y h » [X, (14) 
Сложим (10) и (13) и из полученного равенства вычтем (11)，(12), 
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(14). В результате имеем, учитывая (8), (9), 2 [ X, 0?Y]i = 0, что, в силу про-
извольности X и Y, дает [ ш ь т ^ х = {0}. 

Определим отображение (р : формулой 
( p ( Z ) = Z h + 0 1 ( Z 1 ) + 0 2 ( Z 2 ) , 

где Z - произвольный элемент из g, ZhGh, Zjenii. Покажем, что tp - авто-
морфизм алгебры Ли g. Очевидно, что ip линейно и = Е. Положим = 
=0 = 0! + 02- Из ранее доказанного, для всех X, УЕШ 

[0Х, 0 Y ] h = [бхХь 0 l Y 1 ] h + [02Х2, 0 2 Y 2 ] h . . 
Теперь с учетом (1), (5) и (б) легко получить, что 

[біХі , 01 Yi ]h = [X i , Yi ]ь, [62X2, 02Y2 ]h = [X 2 , Y2 

Отсюда�沪[X，Y]h= [вХ, 0Y]h. Далее, если T, Ueh, то, очевидно,沪[Т, 
и ] = [ipT, r \ J l 

Покажем теперь, что 
0к[Х ь Yj]K= i, j, к = 1, 2，� （15) 

где Xh Yj- произвольные элементы из mh mj. Если i = j = к, то все 
очевидно, так как с обоих сторон нули. Докажем (15) в случае i = j = 1, 
к = 2, ибо в других случаях это делается аналогично. Учитывая (2) и (5), 
имеем 

[ в і Х ь O.Y, ] 2 = с [ Х ь Yt ]2 +dJ2 [ Х ь Yx ]2 :вг [ Х ь Y, ]2 . 
Из (15) теперь легко получить, что 0[X,Y]m = [0Х, 0Y]m для всех X, Yem. 
Отсюда p[Z,K] = [ipZ,沪К] для любых Z, K€g. Это показывает, что 
ip - автоморфизм g. 

Докажем (2) из определения. Очевидно, что для любого Teh ^(Т) = Т. 
Обратно, если ^(Х) =Х, то Xeh. Далее, если Y€g, то AY « (а - 1 )Yi + 
+ bJiYi + ( с - 1 )Y2 + (IJ2Y2. А так как JjYj и Yi не пропорциональны, то 

AY = 0 тогда и только тогда, когда Yi = Y2 = 0, т. е. Yeh. Это показывает 
невырожденность А на т . Тогда из разложения g = шфИ и инвариант-
ности каждого из слагаемых относительно получаем Ag = m. 

Докажем (3) из определения. В силу инвариантности J относительно 
G, имеем для любого Хеш и любого tGH Ad(t)J0(X) = J0(Ad(t)X). Отсюда 
А А ^ Ц Х ^ ^ І Х А І І І Ж , ) , і = 1,2. 

Значит, 
Ad ( t ) ( X l — ) = | e 1 ( A d ( t ) X 1 ) - 合 Ad ( t ) X l 5 

A d ( t ) ( | 0 2 Х 2 - ^ Х 2 ) = i - 0 2 ( A d ( t ) X 2 ) - | - A d ( t ) X 2 , 

т. e. Ad(t)0(X) =0(Ad(t)X) . А так как, очевидно, для всех Teh 
Ad(t)沪（Т)==沪（Ad(t)T), то для любого Zeg Ad(t)^(Z) = (p(Ad(t)Z). 
Теорема 1 доказана. 

Применим теперь теорему 1 к симметрическим и 3-циклимеским [1] 
однородным пространствам. 

Теорема 2. Пусть G / Н�一 однородное симметрическое пространство с 
каноническим разложением g = meh, на котором заданы инвариантная 
относительно G почти комплексная структура J и нетривиальная струк-
тура почти произведения С, причем J0.C0 = CVJ0, где J0 = J^, Со = CpQ. 

Предположим, мто G полупроста и ограничение В формы Киллинга 
алгебры Ли g на m инвариантно относительно J0:B(J0 , X, J0Y) = В(Х, 
Y) для всех X, Yem. Тогда G / Н - локальное Ф-пространство 
порядка 5. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем выполнимость условий теоремы 
1. Б силу существования на G / H нетривиальной структуры почти 
произведения, m = п^фп^，где лі； = {ХбшІСоХ = ( — 1)І+1Х}’ і = 1,2. Из пере-
становочности J0 и Со получаем J0(ni|)cmh Выполнимость равенств 
(2) - (4) следует из симметричности G / H . Равенство (1) доказывается 
так же, как и в [1]. Теорема 2 доказана. 

Теорема 3. Пусть G / H - 3-циклическое однородное пространство с 
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каноническим разложением g = meh, на котором существует нетривиаль-
ная G-инвариантная структура почти произведения, перестановочная с 
канонической почти комплексной структурой J [1]. G / H является 
локальным Ф-пространством порядка 5 тогда и только тогда, когда 

[ ш ь mi ] 2 = [ m i , m 2 ]i = [ m 2 , m2 ]2 = {0} . (16) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G / H — однородное 3-циклическое 

пространство и локальное Ф-пространство порядка 5. Тогда [1] 
J o [ X , Y ] M . - [ X , J 0 Y ] E ( 1 7 ) 

для всех X, Yem. Сравнивая это равенство с (2) - (4), приходим к (16). 
Обратно, пусть G/H-3-циклическое однородное пространство и 

справедливы равенства (16). Тогда [1] G/Н'редуктивно. В силу суще-
ствования на G / H G-инвариантной нетривиальной структуры почти 
произведения С перестановочной с канонической почти комплексной 
структурой J, полумаем 

Ш в Ш і Ф П І 2 , 

где 
піі = { X e m l Q , X = (一 1 ) І + 1 Х } , ^ Ш і С п і і , і - 1 , 2 . 

Равенство (1) справедливо и для 3-циклических пространств [1]. 
Равенства (2) - (4) получаются из (17) с уметом (16). Теорема 3 до-
казана. 

Следствие. Пусть G / H — однородное Ф-пространство порядка 5, при-
чем каноническая почти комплексная структура этого пространства 
является интегрируемой. Для того чтобы G / H было локальным 3-цик-
лическим пространством [1], необходимо и достаточно, чтобы G / H 
было локально симметрическим. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G / H — однородное Ф-пространство 
порядка 5 и локальное 3-циклическое пространство. Тогда интегриру-
емость канонической почти комплексной структуры эквивалентна ло-
кальной симметричности G / H [1]. 

Обратно, если G / H является одновременно однородным Ф-простран-
ством порядка 5 и локально симметрическим пространством, то ра-
венство 

[JoX, J 0 Y] h = [X,Y] h , X,Y€m 
справедливо в силу работы [3], а равенство 

Jo[X, Y] m • — [X, J0Y]ra, X，Y€m 
выполняется в силу локальной симметричности G / H . Кроме того, G / H 

является редуктивным однородным пространством. Осталось восполь-
зоваться теоремой 10 работы [1]. Следствие доказано. 

Список литературы 

1. С т е п а н о в Н. А. / / Изв. вузов: Математика. 1967. № 12. С. 65. 
2. Б а л а щ е н к о В. Н., Ч у р б а н о в Ю. Д. / / Успехи мат. наук. 1990. Т. 

45. Вып. 1(271). С. 167. 
3. X е п о s P h . / / Bull, of the Calcutta Math. Soc. 1986. V. 78. № 5. P. 293. 

Поступила в редакцию 25.03.92. 

УДК 519.6 
Ю. В. ЛЫСЕНКО 

О МЕТОДЕ НЬЮТОНА—КАНТОРОВИЧА 
ОТЫСКАНИЯ МИНИМУМОВ ГЛАДКИХ ФУНКЦИОНАЛОВ 

The article deals with some new results that are concerned with Newton-Kantorovich 
method for finding minimum points for smooth functionals. Under condition when the 
derivative (gradient) of the functional at some point is given and some information about 
the spectrum of the corresponding hessian is presented, the following values are estimated: 
the radius of a minimal ball containing the critical points, the radius of maximal ball on which 
this critical point is a minimum point and the radius of maximal ball on which this critical 
point is unique. 
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