
Доказательство стремления к нулю первого слагаемого в выражении (17) 
аналогично доказательству в теореме 4. Следствие доказано. 
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УДК 519,2 

Е. Е. ЖУК 

О РОБАСТНОМ ОЦЕНИВАНИИ ПАРАМЕТРОВ 
СМЕСИ ВЕРОЯТНОСТНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

The problem of robust estimation of probability distribution mixture parameters is consi-
dered under Tukcy—Huber «contaminations». The minimum contrast estimators, which are 
determined by the «truncated» contrast function, are proposed and investigated by asymptotic 
expansion method. The case of «contaminated» Gaussian distribution mixture is given. 

В робастной статистике широко известен класс М-оценок [1] . С прак-
тической точки зрения представляет интерес ситуация, когда М-оценки 
являются оценками минимального контраста (ОМК), обладая при этом 
всеми их замечательными свойствами (напр., строгая состоятельность) 
[2, 3]. Рассмотрим задачу оценивания параметров смеси L>1 вероятно-
стных распределений при наличии искажений Тьюки - Хубера [1] , ко-
торая встречается, в частности, при расщеплении смесей в задачах 
автоматической классификации [4] . 

Пусть в пространстве RN регистрируются случайные наблюдения х ь 
хп, являющиеся независимыми в совокупности, одинаково распреде-

ленными случайными N-векторами с плотностью: 

р . ( х； 0 ° ) = Е л і Р ( х ; О ， ( 1 ) 
І-1 

где / 

0 � = ( 0 ? Т | …l0LoT)TeG£RLm 

一 составной вектор неизвестных параметров; 

0<7ГІ<1, і » 1, 7Гі = 1. 
i- l 

Плотность і-го вероятностного распределения из смеси подвержена 
искажениям Тыоки - Хубера: 

р ( х ; 0i°) « ( l - 6 i ) q ( x ; 0<е{<е+1< 1, (2) 

где q ( X； ) - «идеальная» (неискаженная) плотность; h^x)�一 неизве-
стная плотность «загрязняющего» распределения. Если уровень иска-
жений 

6+ = ma2L € + i = 0, то р.(.； 0°), 
i« 1. L 

где 

q . ( x； = в П - (3) 
i-l J 

неискаженная («идеальная») плотность смеси, для которой определена 
функция контраста (ФК) f(x; 0), по определению [ 2 ] удовлетворяющая 
неравенству: 

Е#0 { f ( x ; в0) } < ^ о { f ( x ; 0 ) } , V0°€0 , 0 G 0 , 0°�必， (4) 

где 0� 一 замыкание 0�；�
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Е#о{.}�一 символ математического ожидания по распределению с плот-
ностью q«(.; 0°). В случае €^>0 строим М-оценку в по выборке 
Х « (Xil... 1хп)т объема п из соотношения: 

L n ( 0 ) - inf М б ) ; M 0 ) - n -嗦 , 0 ( x t ; в); (5) 

0 )= | с > f ( x ; 0 ) > с А 
� \ 

где с€(� 一 о о ； + оо]�一 параметр «усечения»; вчастйюсти при с = +оополучим 
ОМК для параметра 0° неискаженной смеси (3) . 

Выберем значение параметра «усечения» с так, чтобы 0(х; в) была 
ФК для искаженной плотности р.(х; 0°), определенной в (1), (2) . 
Обозначим через Ом М-вектор-столбец из нулей; І м ^ - (МхМ)-матрицу, 
состоящую из единиц, М = L.m. 

Теорема 1. Функция 0(х; б), определяемая (5), является ФК для 
семейства плотностей (1), если выполнены следующие условия регуляр-
ности: 

У1) ФК f(x; в) ограничена снизу: f(x; в)> -оо , x€RN, 06 0 , 
и дифференцируема по 

У2) f(x; 0) интегрируема по плотностям {h|(x)}, 0G0�；�
УЗ) Уровень искажений €+ - с+ (п) и параметр «усечения» с = с(€+) 

удовлетворяют асимптотике: 
€ + (п П—> + оо； (6) 

sjip I i f ( x ; 0 ) q . ( x ; 0。）dxl = 0 ( 6 + ) . (7) e «в,e«e £ (x; # ) > c 

Если вдобавок имеет место условие 
У4) Операции дифференцирования и интегрирования перестано-

вочны: 

• • i 0(х; 0)p,(x; 0 ° ) d x - S (X； 0)ря(х; 0°)dx, 0 е 0 , в°ев9 
RN RN 

• •b(0; 0°) I - р - О м ’ b(0; в0) • J f(x; 0)q.(x； 0°)dx, 
RN 

то робастная ОМК 0, определяемая посредством (5), строго состоятельна: 
л п. н. 
0 — 孑 . ( 8 ) 

Важной характеристикой оценки является ее матрица вариации. 
Обозначим через Е{.} символ математического ожидания по распреде-
лению с искаженной плотностью р (х; 0°), и. пусть выполнены допол-
нительные условия регулярности [2], тогда матрица вариации для в 
допускает асимптотическое разложение: 

У { б } - Е { ( б - 0 ° ) ( ^ - е Р ) т } = 1 о ( б о ) п - 1 + ^ ( б о )у5т ) + (9) 

+ о ( п _ 1 + е+ )1м,м, 
где 

1 О ( 0 0 ) =八 - 1 ( 0 0 ) S • < of (x ; 0°)(V,of(x; 0°))Tq.(x; в ^ і х А - ^ в ) -
r n 

аналог обратной информационной матрицы Фишера (при е+ = О, 
In (!,(.))；�

^ ( 0 ° ) - А " 1 ( 0 ° ) ( i f(x; 0°)q.(x; 0 ° ) d x -
f ( x ; . 0 ) > c 
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一 I N � i f(x; 0 ° ) ( h i ( x ) - q ( x ; 0oi))dx); 
1 - 1 f ( x ; ^ ) < c 

A(0°) -a(0° ; 0 0 ) > 0 , a(0; 0 ° ) - V 2
# b ( 0 ; 0 0 ) -

матрица вторых производных. A 
Поскольку при с » +оо условие (7) выполняется, и оценка в превра-

щается в свой классический аналог в [2], полученные выше результаты 
позволяют сравнить устойчивость оценок в и в . Так, при е+ = о(п_0-5) из 
(9) следует, что не имеет смысла заменять в на робастный аналог 
в, поскольку в этом случае: 

Пусть уровень искажений €+(п) убывает при п—+ <х> медленнее, чем 

1 / л / п : 
+ о о . ( 1 0 ) 

Определим показатель устойчивости (робастности) оценки в как норми-
рованную величину следа матрицы вариации V{0}: 

(11) 
которая для оценки (5) в асимптотике (10) допускает следующее раз-
ложение: 

/ с { ё } - Н - 1 / З т ( б ° ) Д ( 0 ° ) + о ( г ). (12) 
Из (12) следует, что /с{0} неограничена сверху, т. е. существуют такие 
плотности {hj(.)}, при которых /с{0} принимает сколь угодно большое 
значение. Например, пусть h,(x) = 6(х�一 z!) - обобщенная дельта-функция 
Дирака, i « 1，L, где точки концентрации «загрязняющих» распределений 
{ZJ принадлежат области U = {x:f(x; 0°)>с} . Тогда при i = 1,L, 
из (12) получим: 

/c{0} = N - l l l v ( 0 ° ) ІІ2€2
+ ^o(el); (13) 

где 

v(e°) 

/c{0} = N一hl—e0) ІІ2б2 + о ( б О； (14) 

н у " = v V A _ 1 ( 0 O ) A _ 1 ( 0 O ) y ; 

；1 i Veof(x; 0°)q,(x; 0°)dx, II v(0°)H =0(1); 
RN\U 

7(6°) = E TiV.0f(Zi; 00). 
i -1 

Из̂  (13), (14) видно, что если II f(z; 0°) II не ограничена при zeU, то 
л{0}< + оо, в то время как для робастной ОМК в показатель (11) всегда 
конечен: 

л { 0 } < д < +оо, /х>0. 

Отметим, что соотношение (7) позволяет па практике определить для 
конкретного семейства плотностей f q ( . ; 6 ° i ) } параметр «усечения» 
с = с(е+) и построить робастную ОМК (5). Рассмотрим следующий 
важный на практике случай: смесь N-мерных нормальных распре-
делений. 

Теорема 2. Пусть в (1), (2) плотность q(x; 0°j) имеет вид: 
4 0 



q ( x ; 0 0 = ( 2 ^ ) ^ І Е Г ^ е х р ( - і - С х - е П ' Е - Ч х - б і 0 ) )，і = Х Т . 

Тогда, если в качестве f(x; 0°) выбрана: 

f ( X; 0。）= -Іпі ^ехр ( х-вР )TE"1 ( х - 0 П ) , 

{h|(.)} удовлетворяют условию У2, выполняется (6) и с(€+) вычисляется 
по формуле: 

где Ф_1(.) - квантиль стандартного нормального закона с плотностью 
р ( z ) = —i=iexp (一 ^ • ) , то 0(х; в) из (5) является ФК для ря(х; 0°), и 

V 2 j t 2 

имеет место (8). 
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УДК 519.1 

Н. Е. ЕФИМЧИК 

О Ц Е Н К А П О Г Р Е Ш Н О С Т И Г Р А Д И Е Н Т Н О Г О Р Е Ш Е Н И Я 
В Д И С К Р Е Т Н О Й З А Д А Ч Е М А К С И М И З А Ц И И 

С Т Р О Г О В Ы П У К Л О Й Ф У Н К Ц И И 
Н А М Н О Ж Е С Т В Е С З А Д А Н Н О Й К Р И В И З Н О Й 

Maximization problem with the increase strict convex objective function on the order 
convex set with given curvature is considered. The familiar guaranteed estimate of the 
algorithm of coordinate rise, which is expressed through the curvature of the feasible set has 
been improved. This improved estimate was found on the base of information about the 
measure of convexity of the objective function. 

Исследованиям погрешности градиентных алгоритмов в задачах ди-
скретной оптимизации посвящены многочисленные работы. Часть этих 
результатов обобщена и систематизирована в [1]. В последнее время 
появился ряд работ [2-4]，в которых на основе использования инфор-
мации о мере строгой (сильной) выпуклости целевой функции улучше-
ны известные [1，5] гарантированные оценки близости глобального и 
градиентного экстремумов. В дайной статье продолжены эти исследо-
вания: опираясь на результаты работы [4], мы получили новую апри-
орную оценку точности алгоритма координатного подъема в задачах 
максимизации строго выпуклой функции на конечном частично упоря-
доченном множестве с заданной кривизной. Эта оценка улучшает ранее 
известную [1] гарантированную оценку погрешности, которая выража-
ется через кривизну допустимого множества. 

Все используемые здесь понятия и обозначения заимствованы из [1]. 
Действительная функция f(x), заданная на координатной решетке Н^, 

называется координатно-выпуклой [1], если 

V i jf(x)<0, VX€Hn, i, jeN = {q:q = 
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