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У Д К  517.948.35

In  terms o f  m om ent sequence (<uAn), constructed on the bounded self-ad joit operator A  
in separable H ilbert space H and on state a  on L (H ) ,  a classical approach to the study of 
spectral properties o f an operator A  is developed.

§ I.  Введение. Формулировка результатов.
В данной статье предлагается подход к изучению некоторых спект­

ральны х характеристик самосопряженного ограниченного оператора в 
сепарабельном  гильбертовом  пространстве, основанный на решении 
классической проблемы  моментов, т. е. в терминах регуляризованных 
следов от степеней оператора А , которые представляют собой точные 
норм альны е состояния на алгебре Фон Неймана, порожденной операто­
ром  А . Так что под регуляризованным следом  от оператора понимается 
число Т г (р А ), где р -я д ер п ы й  полож ительны й оператор с конечным 
следом  и нулевы м  ядром, a T r Q - след оператора, стоящ его в круглы х 
скобках.

Строится представление 7г алгебры  Ф он Неймана, порожденной опе­
ратором А  в пространстве В(12(0, + <х>), которое «представляет» исходный 
оператор А  в виде бесконечной якобиевой матрицы. Ф орм улы , получен ­
ные в статье, основываются на простоте спектра оператора Tr(A) и 
точности представления 7г.

П редл ож ен и е  I .  Спектр лю бого  ограниченного самосопряженного 
оператора А  в сепарабельном гильбертовом  пространстве совпадает со 
спектром выражения:

Константы  aj и bj определены в § 2. П о  поводу разностного выра­
жения ( I )  см. также [2 ].

Н екоторы е полученны е ф орм улы , возможно, и не имею т права 
претендовать на оригинальность. Например, равенство

введено в [3 ] ,  однако с привлечением развитой техники теории алгебры  
Фон Неймана. Здесь же м ы  хотим  обратить внимание на возмож ность 
однообразного подхода к выводу такого сорта ф ормул.

Следует заметить, что больш инство полученны х результатов явно не 
отмечено в литературе, хотя доказывается очень просто. Например, та 
же ф ормула (2 ) доказывается в одну строчку.

П редл ож ен и е  2. Точечны й спектр оператора А  состоит из тех X е  R 1, 
д ля  которых

К ром е того, если  ш -н и ж н я я  грань оператора A , a M - верхняя, то

А . А . К У Л Е Ш О В , М У Х А М М А Д  Ш А М И  Х А С С О

К Л А С С И Ч Е С К А Я  П Р О Б Л Е М А  М О М Е Н ТО В  
И  Н Е К О Т О Р Ы Е  З А Д А Ч И  Т Е О Р И И  

Л И Н Е Й Н Ы Х  С А М О С О П Р Я Ж Е Н Н Ы Х  О П Е Р А Т О Р О В

( T r (A )x ) j  — b  j _ I х j _! + b j x j+1 + a jX j ,  

j =  - I ,  0 ,  I , . . . ,  х _ ! = 0 ,  x = (x0, X 1, . . . ) e l 2( 0 ,  + o o ) .

(I)

(2)

I im ^  S Tr (p  exp ( i£ A )  )e x p  (  - i£ t )d £ *  0.

m  =  _  H m  InTr (  p exp (  -  t A ) )  
t
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M =  l i m lnTr(> e x p ( t A ) ) .
t -+ -  »

П редл ож ен и е  3. П усть IMI ф Iml1 тогда
а) точка IMI -  изолированная точка спектра оператора А  и IIAII = IMI в 

том  и только  в том  случае, когда

Ь ) точка Iml -  изолированная точка спектра оператора А  и IIAII = Iml в 
том  и только  в том случае, когда

П усть  теперь А  > О, IIAII <  2. Рассмотрим оператор B = E - A  и пусть 
т в -н и ж н я я  грань оператора В, a M b -в ер х н я я . П о  определению 
M b = I  -  т ,  т в = I  -  м, так что условия IIBII = 1  и m = 0 эквивалентны. 
Заметим, что точка 0 будет изолированной точкой спектра оператора А  
в том  и тольк о  в том  случае, когда точка I  будет изолированной точкой 
спектра оператора В. Кром е того, 0 будет изолированной точкой спектра 
оператора А  тогда и только  тогда, когда его область значений замкнута. 
Откуда получаем

Следст вие. П усть  А  > О, IIAII < 2 . Оператор А  имеет замкнутую  область 
значений, по не обратим в том  и только  в том  случае, когда

К этом у следствию еще нуж но добавить, что в случае существования

оператор А  обратим, если этот предел меньш е I  и не обратим, если этот 
предел равен I.

§ 2. Доказательство результатов.
П усть  M ( A ) -  множество многочленов от оператора А  с комплексны ­

ми коэффициентами, М '(А )  -  коммутант, М " (А )  -  бикоммутант, т. е. ал­
гебра Фон Неймана, порожденная оператором А . Превратим М " (А )  в 
предгильбертово пространство, определяя скалярное произведение на 
М " (А )  равенством

П ополнение М " (А )  обозначим H '. Представление 7т из M 'Y A ) в В (Н ') 
определим стандартным образом (см ., напр., [ I ] ) :  тг(В)С = ВС, где 
В € М " (А ) ,  С е  H '. Определение корректно, ибо

В е М " (А ) ,  С е  М " (А ) .  (см . [ I ] ,  с. 62, п. 2.3.3). П оск ольк у  алгебра М " (А )  
содержит единицу, то представление 7г точное. Заметим  также, что спектр

к -  — I r  \ p t \  )

k—  Tr (/>(E-  А ) к + 1)

Ii m T t ( X E - A ) 1)
rT r  (  *  t  T i -  л - \ к  + 1 \

предела

Hml T f Q E -  А ) к I 

к—  T r ( / > ( E - A )  к + 1)

< В , O = T r ( P B +C ) ,  В, С 6 М " ( А ) .

IItt (B )C IIh. < HBIIIICII
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оператора В е  М " (А )  относительно подалгебры  М " (А )  совпадает со спект­
ром  оператора В как оператора из H  в Н . Кроме того, из самой 
конструкции представления ж следует, что спектр оператора х (А )  явля­
ется простым, а из точности ж и предыдущего замечания вытекает 
совпадение спектров оператора А  и оператора х (А ).  Таким  образом, для  
доказательства предложения I  остается реализовать H ' в виде 12(0, + <х>). 
H o  сначала м ы  реализуем  H ' в виде гильбертова пространства L 2(R 1, 
d ^ ) - измеримых, интегрируемых с квадратом функций по некоторой 
полож ительной мере d/i(X). Будем предполагать, что спектр оператора А  
имеет хотя бы  одну предельную  точку. Обозначим: m = in f (А х , х ), 
M  = sup (А х , х ), Il х Il = I. В силу ф орм улы  Il P  ( А )  Il = шах I P  (X )  I и сделан­

ного предположения о характере спектра оператора А , условие P (X ) н О 
эквивалентно P (X ) = 0 для  лю бого  многочлена с действительны ми коэф­
фициентами. П оэтом у, если P (X ) > О, P (X ) ^ 0, то Т г (р Р (А ))  >  0. Следо­
вательно (см ., напр., [4 ] ,  с. 10), все определители

мости последовательности Е, А , А 2, ... в гильбертовом  пространстве H'. 
О ртогонализируя эту последовательность, получаем  последовательность 
ортонормированных в H ' м ногочленов P k(A ) ,  к = 0 ,1 , ... П оскольк у лю бой  
м ногочлен  с ком плексны м и коэффициентами мож но записать в виде 
конечной линейной комбинации с комплексны ми коэффициентами 
м ногочленов

-  ортонормированный базис в H '. П усть д(Х) -  решение проблемы  
моментов T r (p A k)  = $Xkd/ i(X ), с точностью  до постоянного слагаемого 
оно единственно.

Теперь представление ж из М " (А )  в В(12(0, + о о )) строится стандарт­
ны м  образом (см . напр., [ 4 ] )  и приводит к ф ормуле:

a Di считаются по ф орм улам  (3 ). И з сказанного следует предложение I.
Возвратимся к ф орм уле (2 ). Д ля  ее доказательства нужно заметить, 

что T r (p e x p (i£ A ))-  целая функция экспоненциального типа Il АII, по­
скольку

-  характеристическая ф ункция распределения д(Х) (см . [5 ] ) .  Отсюда 
немедленно вытекает (2 ).

П усть ж -  представление М " (А )  в 13(1^(111, d/i)). И м еем

2&о (А)

I ,  T r (P A ) ,  . . ., T r ( р А к)

D k = • > 0 , (3 )

T r (p A k) ,  Tr (р А к+1) ,  . . ., Т г (р А 2к)

Н '(< В ,  С >  = Tr(pB* С ) )  условия (3 ) эквивалентны линейной независи-

( P k ( X ) K - O ,  то { P k ( A ) } k”, 0

( х  ( A ) x ) j  = b j _ i X j _ i  + bjXj+i  +  ajXj, (4)
где

м
T r (p e x p ( i£ A ) )  = I exp (i£X)d/i (X )  =

m -0

M

T r K ( A - X E ) - 1)  = R z ( x ( A ) ) =  J
m -0  A  z

( 5 )

где Rz( x ( A ) ) - резольвента оператора x (A ).



Прежде чем доказывать предложение 3, установим один вспомога­
тельны й  результат.

Л ем м а. Следую щ ие условия эквивалентны:
а ) точка X0 = m(X0 = M ) -  изолированная точка спектра оператора А ;
б ) точка Z0 = m (z0 = М ) -  полю с первого порядка д ля  резольвенты  

оператора х (А ).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Е сли  вы полнено условие а), тогда 

резольвента оператора А -а н али ти ч еск а я  функция в вы колотой окре­
стности точки X0. Функция

Rz (я  ( A ) )  = Tr ( p  ( A  -  z E )  -1 )  = T
m - О  л ъ

является аналитической в вы колотой окрестности точки X0 и R z(7 r (A ))~  
резольвента оператора х (А ).  П оскольку спектр оператора 7г(А) простой, 
то X0- полю с первого порядка д ля  резольвенты  оператора х (А ).  Если  
вы полнено условие (б ), тогда

m _ 0 A  Z A 0 Z

с ф 0 в некоторой окрестности точки X0; причем <р(z )  -  аналитическая 
функция в этой окрестности. Отсюда вытекает существование числа 
е >  0 такого, что д(Х) = C1 для  X0 <  X <  X0 + е и д(Х) = C2 для  X0 -  е <  X <  X0, 
где C1 и с2-н ек о тор ы е  константы. При этом

д (X 0 )  -  д (X 0 -  0 ) = C1 - C 2 >  0.

Таким  образом, X0-  изолированная точка спектра оператора А . Лем м а 
доказана.

Очевидно, что эта лем м а  допускает обобщ ение на лю бую  точку из 
[m , М ],  но нам это обобщ ение не понадобится.

Д ля  того чтобы  придать этой лем м е количественный характер (а  это 
как раз и составит результат предложения 3), заметим, что функция

/ т \ V r T r  (/ > А ^ ) k + l  rp / IIAII т— \ — I  \
P ( Z ) - - R l W ' 1 - Т г ( А А - - - Е )  )

аналитическая в круге I z I <  I. Причем точка Z0 = I  или Z0 = - I  суть 
особы е точки сум м ы  ряда. Например, если Il А  Il = I M  I, то особая точка 
Z0 = I;  если IIAII = ImI ,  то особая точка Z0 = - I .  Так что точка 
Z0 = m (z0 = M ) -  полю с первого порядка для  резольвента оператора 7г(А) 
в том  и тольк о  в том  случае, когда Z0 = - l ( z 0 = I )  -  полю с первого порядка 
д ля  функции ip(z ). И з теоремы  Адамара (см . [6 ] ,  сноска на с. 97) теперь 
вытекает предложение 3.

Наконец, предложение 2 есть простое следствие теории характеристи­
ческих функций (см . по этом у поводу [5 ] ) .
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