
Регулятор, построенный по приведенным выше правилам (і/ = 0,1), вы- 
работалуправленияи*(1),у*,1еТсточкамипереключения:1и = {1.6,2.89,7.3, 
9.110673}, U = {3.09, 3.36, 7.11, 7.789931, 11.077541, 12.232814}, причем 
u * ( + 0 ) = v * ( + 0 )  = 0.

Фазовые траектории возмущенных систем представлены на рис. 2. 
Системы встретились в точке x*(t*) = y*(t*) = -2 .2 9 1 9 9 , x*(t*) = 

= y*( t*)= -2.07766.
Значение критерия качества оказалось равным J° = 5.205877.
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УДК 519.24
Н. Н. ГРУШ, А . П. СКРИПКО

ВЫ ЧИСЛЕНИЕ МОМЕНТОВ МОДИФИЦИРОВАННОГО 
КОНЕЧНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ 
М НОГОМЕРНЫХ ОДНОРОДНЫХ ПОЛЕЙ

Рассмотрим q-мерное однородное действительное случайное поле 
Х ( Г )  = { Х : ( Г ) , . . . Х , ( 0  },  где Г= ( t i , . . . , t j ;

t i£Z= {0,± 1 ,±2 , . . . ) ;  i=  1,п.
Будем предполагать, что M X (t) = 0.

Смешанный момент к-го порядка компонент рассматриваемого слу­
чайного поля X(f) ,  teZ“, определим следующим образом:

niaj^-'at ( "• > tk ) “ MXjj^ ( tl  ) ••• ^ак ( tk ) , tjCZ , 3j = 1, q, j = 1, k. (1)
Для определения смешанного семиинварианта к-го порядка, согласно 

[3 ], воспользуемся соотношением:

Ca2 - - - a k ( t l , . . . , t k ) =  Е  П ( —1) ( г —1) !Ша), •••а;, ( tij ,̂ ••• , tij ) ,
I l  + - + I p - I f - 1  "

где
I = { 1, 2, ... к }, I ,c l, Іг = { i i , ..., i i , } , aij = 1, q, j = 1, Ir, l<r<p,

If принимает целочисленные значения, a E  означает суммирование
І1 + ... +ip - I

no всем упорядоченным непересекающимся разбиениям Е множества I. В 
тех же обозначениях существует и обратное соотношение:

_  _  Р _  -
Ш а г  ••• ак (  t l ,  ••• , tk  )  =  Е Й  Caj, ... а;, ( t i^,  . . .  , tj, ) . (2)

I l  + „ . I p - i r - l  г

Для однородных случайных полей как смешанные моменты, так и 
смешанные семиинварианты инвариантны по сдвигам:

т , 1  . . .  ак ( G  +  й ,  . . .  , Гк +  й  )  =  Ш а і  . . .  ак { Г і , . . . ,  Гк ) ,

t-ai ••• ак ( t i + U ,  . . . , t k + I i )  ••• ак ( t l , . . . , t k ) ,

ДЛЯ любых
ueR ", t> Z " , aj = I T q ,  j = I T k .
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Пусть существует неотрицательная, непрерывная функция
fai ••• ак ( ••• ) »

kj = ( Xji, ... , Xj„ ) , XjjGn = [ -  7Г , 7Г ] , І = 1, n, j = 1, к,
ДЛЯ которой смешанный семиинвариант к-го порядка имеет следующее 
представление:

Cai ••• ак ( t l  tk ) = S ..] f 8]̂  ... ak ( Xl, ... , Xk ) CXp ІЕ  ( ĵ> tj ) ) K
nkn j-1

x5* ( E  Xj ) dXi ...dXk, (3)
i = i

где

(Xj, t j ) = E  Xjitji, Xjiell, tji&Z, i=  1, n, j=  1, k.
i - l

Тогда эту функцию будем называть семиинвариантной спектральной 
плотностью к-го порядка.

В выражении (3)
5* ( >̂ ) = Е  5 ( X -  2 x 0 , ХеП“,1 eZ", (4)

г
где б(Х) -  дельта-функция Дирака, а Е  означает суммирование по всем

  г
1 i= 0,±1,+2,. . . ,  І = 1, п. Причем п-мерная б-функция Дирака определяет­

ся как произведение одномерных 5-функций Дирака.
Лемма. Пусть функция g ( Х ь . . . ,  Хк ) ,  XjER", j = 1, к -  2х-периодич- 

на по каждому из аргументов и интегрируема. Тогда справедливо 
следующее тождество:

S -  S g ( x i  Х к ) б * ( Х і  +  . . .  + X k ) d X i  . . .  d X k  =

п ‘“

( . . . U ( x i , . . .  , X k - i , - X i -  ... - Xk - i ) d Xi  ... dXk-i. (5)
П (k-l)n

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Перепишем левую часть соотношения (5) в 
следующем виде:

5 - И  5 g ( x i , . . .  ,Xk)5*(Xi+ ... +Xk)dXk)dXi  ... dXk-i.
n ( t - i ) n  П"

С учетом соотношения (4) интеграл в скобках запишем в виде:
] g ( x i , . . . , X k ) E 5 ( x i +  ... +Xk-2xOdXk.

П” ^
Вынося сумму за знак интеграла и делая замену переменных инте­

грирования Xki -  2xli = Zki, i = 1, n, получим:
E  i g ( X i , .. . ,  Xk-i, Zk + 2x1)5 (Xi + ... +Xk-i  + Zk ) d ( Zk + 2хГ),

П  Піі
І = 1

где Пі -= [ - х - 2 х 1 і ,  х - 2 х 1 і ] .  В силу 2х-периодичности функции 
g ( x i , ... Х к )  имеем:

E i g ( x i , . . .  ,Хк-1, Zk)6(Xi  + ... +Xk-i  + Zk)dZk =
г

П Пні=і
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= і g ( x i , . . . , X k - i ,  2 k ) 6 (  Z k -  ( - X i -  ... - X k - i )  )dz k.  (6 )
R"

Используя свойства 6-функций, получим, что правая часть равенства
(6) равна g (x i , . . . ,  Хк_1, - х ^ -  ... -Xk_i).  Лемма доказана. _

Далее для каждой из компонент случайного поля X(t ) ,  teZ”, будем 
рассматривать выборки наблюдений Xjj ( t ) ,  где

ti = О, Tj, — 1, i = 1, n.

Т .. -ч и с л о  наблюдений, aj = 1, q.
Введем в рассмотрение статистику, которую назовем модифицирован­

ным конечным преобразованием Фурье наблюдений случайного поля 
X (t):

d x ( X )  =  { d k ( X )  d , ( X ) } ,

где
d , ( X )  =  [  X

f *̂ Ta

x E h , ( - ^ ) e x p {  - i ( X ,  f ) } X , ( D ,  ( 7 )

Х еП “. ha ( г 7 -  ) -  окно просмотра данных, ^  ^ ......... ^  ) ,  К т,Кт, Кта Кта Кт^
-неотрицательное целое число, зависящее от числа наблюдений Т^, а 
Е  везде далее (если не указано другое) будет означать суммирование 
f

ПО в с е м

ti = о, К т , - 1 ,  i =  1, п, а =  1, q.

Далее будем пользоваться обозначением:

(Оа (X) = E h a  ( ^  )ехр{ - i ( X ,  Г) },  где Х еП ”, а=  1, q, (8)

и будем записывать Tj=Taj ,  aj = 1, q.
Теорема. Справедливо следующее тождество:
СиШ ( d a k ( X i ) , . . .  , d a k ( ^ k ) } — S • • •S l a i ’” ak (Xl , - . .Xk- i )x

П(к-1)п

кФаі — ак { -  Хі, — ,Хк-1 -  Хк-1, Е  Xj +  Хк ) dxi  ... dXk-l,
j ' l

где

ф . , ...
ti Х)̂

к-1
Kl l^aj  (Xj )х^ак(>Чк), 

daj (Xj )  и paj (Xj)  задаются соотношениями (7) и (8) соответственно, 

Xj€j][”, tji = О, Ktj - 1 ,  i = 1, n, j = 1, к.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Подставим развернутые выражения для мо­
дифицированного конечного преобразования Фурье, согласно (7),  и 
воспользуемся одним из свойств кумулянтов, приведенных в работе [1]:

cum ( k i X i , ... , k fXr ) = кі  ... k^xcum ( X i , . . . ,  ),

где kj, j = 1, г -  постоянные, тогда
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cum {da,  ( ^ l ) , - . , d a k ( X k ) }

• f i  * ^ T i  K t

x c u m ( E h a i  ( ) e x p {  - i ( X i ,  t i ) } Xa,  ( t , ) , ,

">Ehak  ( ^  ) exp{ - i ( Xk ,  tk)  }Xa„ ( t k )  }. 
tk Tk

Из свойств кумулянтов: 
cum ( X , + Y, X i , ... ,X r ) = cum ( Xi ,  X j , ... , X , ) + cum ( Y, X 2, ... , X , ),  

поэтому далее запишем:

fl *̂ Ті *̂ Тк

x E h a i  ( 4 ^  ) exp{ - і ( Х ь  t l ) } x .. .x
fl '^Ti

x E b a k  (  )  e x p {  - i ( X k ,  Г к )  } x C U m ( X a i  ( t l  ) , . . .  , X a k  ( Г к )  } ,

HO

cum { X a ,  (  t"i ) , ... , X a t  (  fk )  }  =  C a i  . . .  a t  (  Й ,  . . .  ,t"k )  .

Воспользуемся представлением (3) и, меняя порядок суммировани: 
и интегрирования, запишем:

[ ( 2 x ) ' “ E h ? i ( i ^ - ) . . . E h ^ k ( i ^ ) ] " ' ^ x  
fl *̂ Ті t'k *̂ Тк

X S ..]  f a i  ... ak ( X l ,  ... , X k ) x
n b

x E h a i  ( ^  ) e x p ( i ( x i - X i ,  Гі ) }xГ. Л-Ті^Ті

к
... x E h a ,,  ( -  ) e x p { i ( X k - X k ,  t k)  }x5*  ( E  Xj ) d x i ... dxk.

fk '^Tk j = l

Перепишем выражение, используя обозначение (8):

tl Кті '  f;; Ктк

X \ . .^fai . . .  ak ( Xl , . . . , Xk) x
Пкп

к к
х5* (  Е  Xj ) n̂ Oaj (Xj -  Xj ) x d x i  ... dXk.

j=l j=l
Применяя лемму и обозначение

fai ... ak ( X i , . . .  ,Хк-і, — Xl ... X k - l )  “ fai ... ak ( X i , . . .  , X k - l ) ,

получим
c u m { d „  ( Xl ) , . . .  ,dak ( Й )  } =
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п “ - ”

fl I^Ti Ктк

к-1
5 ...{ fa^ ••• ак ( Xi , . . . , Xk - i )  П(Оаі (Xj — Xj)x

j-1

k-1 _ _ _ _
’̂ («’ak ( E  Xj +  Xk ) dX i .. . d X k - i  = { . . . { f a i  .. . ak ( X l , . . .  , X k - i ) x

j-1

хФа  ̂ ... n  ( Xi —7 ,  — ,Xk-l — Xk-1, E  Xj + Xk ) dxi ... dXk-1.
j-1

Теорема доказана.
Следствие 1, Для модифицированного конечного преобразования 

Фурье, заданного соотношением (7),  выполняется:
COV {  d a i  ( X i  ) ,  d a j  ( Х 2  ) }  =  \ f a i  аг ( х ) Ф а і  аг ( x - X i ,  X -  Х2 ) d x ,

п “

Ф а г  а г  ( 7 ,  Ха ) =  [  ( 29Г) h? Л  ) Е  Ь?г ( ^ ^  ) ]
f l  Х т і  К.Т2

X(Oai (^ І  )

где

Xi, Х аеП ”, tii = О, Кт]̂  - 1 ,  tai = О, K tj  — 1, i=  1, n.

функции Pai ( • ) ,  ^аг (•)  задаются соотношением (8),  Зі ,  аа = 1, q.
Следствие 2. Для модифицированного конечного преобразования 

Фурье d,(X) выполняется:
D d a ( X ) =  S f a a ( x ) Ф a ( x - X ) d x ,  ГДе Хе П“,

п “

Фа(Х)  = [ (27г) ”Е Ь ? ( ^ )  ] ”Ч a ( X ) l ^
Г К т

ti = о, К т - 1 ,  i =  1, п, ^а (X) 
определяется соотношением (8).
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