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Д .  В. С И Н Ь К Е В И Ч , Н. И. ТРУШ

О РЕЗУЛЬТАТАХ В Ы Ч И С Л Е Н И Я  НЕКОТОР ЫХ МОМЕНТОВ  
С Л У Ч А Й Н ЫХ  ХАРАКТЕ РИСТИК О Д Н О Р О Д Н О Й  

МА Р КОВ СК ОЙ ЦЕПИ Д Л Я  П О Л И Н О МИ А Л Ь Н О Й  СХЕМЫ

Пусть  в к а ж д ы й  из T  моментов  времени имеются система из N  =  N ( t ) ,  
t =  I, T  микрообъектов ,  распределенных по г состояниям,  и наб людения 
y lU j — I 1 г, t =  I, Т,  являю щ и еся  относительными частотами попада ния  
мик роо бъекто в  в /-е состояние в момент времени /. Матем атической  мо
делью эволюции к а ж до го  из N  микрообъек тов  сл уж ит  однородная,  ко 
нечного числа  состояний м ар к о в с к ая  цепь с одной и той ж е  матрицей 
р  — ( рц) ,  i, j =  I, г переходных вероятностей,  причем все N  марковс ких 
цепей независимы.

Пуст ь  q;ut, /  =  I, г, t =  I, T  об означает  вероятность попадан ия  м ик ро
объект а  в /-е состояние  в момент  времени /; p l f \  i, j =  I, г, S  =  0, 1 , 2 , . . .  
обозн ача ет  переходную вероятность  из І-го состояния  в /-е состояние  за 
S  шагов.  Отметим,  что вероятность с р /, j  =  I, г, t =  I, T д л я  ка ж до го  
отдельного мик рооб ъек та  постоянна  в данн ый момент  времени и м ен я 
ется с изменением t. Кр ом е  того, известно [I], что q; j ,  /  =  I, г, t =  I, T 
и p \ f \  І, /  =  I, г, S  =  О, I, 2, . . . удов ле творяю т  соотношениям:

Г Г

2  4i.t  = 1 - cIi. н -s =  2  яі. I pip ■ ( 1)
i= I i=i

В [I]  пре длож ен о  р а ссм ат р и вать  описанную вероятностную модель 
как  полиномиальную.  Действительно,  пусть в момент  времени t, I = \, T 
имеется  N  микрообъектов .  Вероятность того, что в состоянии /, j =  I, г 
будут  нах одиться  /  =  I, г, t =  I, T  микрообъектов ,  где

Г
ч-і. I r=  N  (t) у,-, г,1 2  nJ. t =  N  (t) (2)

/=і
определим формулой

P ( n ( t ) \ q ( t ) ,  IV) = А ( / ) ! П  п‘. t '. . . , J
1=1

П cIpt ‘ (3)
/= I

с ограничениями ( I )  — (2) .  Здесь  n ( t ) — вектор с эл ем ент ам и «г,о г =  I, г, 
q ( t ) — вектор с известными эл ем ент ам и <, І =  I, г.

Фо рмул а  (3) я в л яе тся  основой д л я  получения оценки максим альн ого  
прав допод оби я  м атр и цы  P  к ак  по микроданны м,  т а к  и по а греги ров ан
ным данным .  П р оц едуры  получения  оценок достаточно подробно и з л о ж е 
ны в [ I ] .  Вопрос  об асимтотических свойствах  оценки максимальн ого  
пра вд опо добия  по име ю щ и мс я  агрегированн ым данн ым остается о ткр ы 
тым до настоящег о  времени.  Одной из первых попыток в этом н а п р а в л е 
нии являет ся  упо мяну тая  нами ра бо та  [I] . Возьмем за  основу идею этой 
р або ты  и получим ф о р м у лы  вычисления  моментов  высших порядков  аг 
регированн ых х аракт ери стик  однородной марко вско й цепи.

k

Пусть ( N) h =  П  (N —  I +  I),  где /г люоое натуральное число, не
I= I

превосходящее N.  Из [2] имеем:

E  (щ, t) = N  ■ qi,t,  i ' = l ,  г, t =  I , T ; (4)

E i n iii, I i j j )  =  ( N ) 2qu qj, t +  N p l p  q(j ,  i, / =  I, г, t =  I, Т.  (5)
Т ак  к а к  N  = N (t)  носит неслучайный ха рак тер ,  то из соотношений 

(4) — (5) очевидным об р аз о м  следуют соответствующие формулы  для
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г/j.f, j =  I, г, I = I, Т. Вычисление  других моментов рассмотри м в виде 
лем м,  вводя по мере  надобности необходимые дополни тельные  о б о зн а 
чения.

Пусть  j =  / ( I ,  2, . . . , г) обозначает  произвольную перестановку индек
сов (I ,  2, . . . , г ) ;  j (І) — і-й член в перестановке  /, i =  I, k, k  ^  г. Тогда  
с пр авед лив о следующее утверждение .

Л е м м а  I. Д л я  люб ых  t =  I, Т\ j ( i ) ,  i =  I, k  имеет место равенство

к х к
E  ( Y l n j i i ), ^  ==■ ( N) h П  Qj (I),

4=1 > I= I

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р ассм отри м случай k  <  г. При этом N  э л е 
ментов системы распр едел яю тс я  по (k -f- I) классу  так,  что первые 
/г классов со де р ж а т  соответственно по «дад ,  і =  I, k, t =  I, T  элементов,  
а к (/г -j- I) классу  отнесем эл ем ен ты  системы, не п р и н а д л е ж а щ и е  в д а н 
ный момент  времени t, t =  I, T  ни к одному из них. Этот  класс  будет со

д е р ж а т ь  — 2  я  ,-(j), t ̂  элементов  в момент  времени t, t =  I, Т. В еро ят 

ность такого  разб иен ия  определим по аналогии с (3) ,  т. е.

P (п (/) I q (О, N ) =  — ------------- ^  х

п  «/ (О. /'• /V~  S  "/(/).< !г= I V I= I !
к

к п. I Л  \ ЛГ_/ = і П/(/)' *
X  П  9 / ( /м  \ I ~  2  9/(0. <) > (6)

£=1 х г= I
где

п (t) («/(I), О ni(2), t . ••• . Щ(к),и [ n  —  2  «/(/),
t=l
*

9 (0  =  ( у / о ь  г. 9/(2), и . 9/(*), O ( l  — 2  Qi (0, t j  j -  

Далее ,  исходя из определения математического ожидания,  получаем:

E  ( П  niV), 1 1 2  П  «до.  ( -P (/г (О I 9 (0 .  a O -
'  "/(O1T 0i= 1 

J =  I , /г

где сум мир овани е  осуще ствляет ся  по всевозм ож ны м значениям случай- 
ных величин гедрд, i =  I, k. Пос ле  н есложн ых пр еобр азо ваний  из послед
него соотношения следует:

/  к \  k j
Д П  /I/ и,, / =  ( N ) h П  9/ (/), ( 2  “  X

X - = 1 7 ^ = 1 n J ( i ) ,  о ' 1 П  (n j ( i ) , t  I ) !
t = l ,  /г 1=1

к

v _______________________T1  "до, г Ч { V  V —  / S  ‘"с <»•
X /  k \ 1 1 9 / ( / ) .  < I 1 ^ 9 / ( 0 .  < I

Л / _  й -  2 ( л / (0, I) Н=> V 7
J= I

(7 )
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Сумма б правой части (7) равна I как ( N — к )-я с т е п е н ь  полинома ^<7д i ),/-+-

/ к ч >

-E . . . -E <?/(*),< +  I I — 2  Qi (О. і I )■ Таким образом, для случая k < r  ут-
/= I

верждение леммы I доказано.
Д л я  случая  к =  г д ока за тел ьс тво  проводится аналогичным образом,  

используя  представление  (3) непосредственно.  Л е м м а  I док аза на .
Лемма 2. Д л я  любых t — l , T ,  /  (/), г =  I , к  имеет место равенство

( т  к к k  , т

П iija)t t П Щ (0,0= П <7/(0. t (TV)ft + (7V)ft+1 2  Q/ <«'). < +
i — I i=/7l-j— I '  I— I '- I— I

т — I т

-E (TV)ft+2 2  2  QiUi). t Qj(I2), t jT +  (TV)ft+//!.—I X
< 1 = 1  < 2 = 0 + 1

2 3 т  т — I т  ч

X  I  2  -  2  П  Qidv), t +  (TV)ft+/,! ГТ Qj (v),t I,
Z1=  I < 2= < i + 1 lm_  ! = < , n _ 2 + I t - = I  V— I

где т  — лю бое  целое число из и н те рв ала  [0, k \
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Его т а к ж е  проведем ли ш ь д л я  случая  k  <  г. 

И сп ольз уя  форму лу (6),  получаем:
/ i n  к  \  т  к

E i U n j l l h l  П  Iin i h t  I =  У  T l n f d ) , !  П  Iin n , t P  (п (I) I <7 ( 0 ,  TV),
4 = 1  != / ,1+1 /  О 1=1 ¢ = / /1 + 1I (о. <

<=1,  к

где суммир ова ние  осуществляется  по вс евозм ож ны м знач ени ям  случ ай 
ных величин i — I, к.

После  несложн ых  пре образов ани й из последнего соотношения сле
дует:

/ т  к  \ т

E  ( 1 Ь / (0 . t П  Щ (i)t t I П  tij (i), t X
i — I i — m -И  1 п .  ,>  I i— I

/ (О .  i

JU
(О. t 
1=1, £

v     т т  ' ч <іь * ( I у  о Vv < 5  ' т 'X *  I k \  1 1  <7/«), < 1 — Z/  Qid), tк / Ii \  и  Qi «), < 1 —
п  ( " / „ • ) , / - 1)4 T V - 2  nj (I), t J I v ' = 1
: = і  V I=  I /

(8)
Д л я  дальн ей ш его  п р е о бразо вани я  правой части соотношения (8) з а м е 
тим, что
т  т т — I т

П « / <0. Z = I -E 2  (Я/«і). < 4  +  2  2  (llHd)J  1)(%<2>,< 1)4- -E
1 = 1  < != 1  <1=1 <2=<1+1

2 3 т  т — I in

+  2 2 -  2  п (njdv) j — I) +  п (nm j —  I)- (9)
< 1 = 1 < 2 = < 1  +  1 < . = <  „ +  I V=I O = Iт —  I т — 2

Кр оме  того, для  любого  S =  I, т  имеет  место равенство:

^  J t ________________№________________
^  I l  (n i d v ) j  ’ I) к / k  \ X

пЩ). t >l  и=‘ П H i ) .  / -  W I TV- 2  Пі M ■ ‘ !
I-=TTft \  1=1 I

к

к п ( к \ N~  S  nj(i) I к S
X П  Q ii iT t t ( I — 2 Qi d). <) 1 1 =  (TV)ft + s I I  Qid) . / П  Qidv ), <• (10)

1 = 1  V г=і  ' <=i о= 1
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П о д с т а в л я я  правую часть соотношения (9) в ф ор м ул у (8) и используя  
ре зу льт ат ы  (7) ,  (10),  получаем утвержден ие  лем м ы  2. Л е м м а  2 д о к а 
зана .

Ра ссмотр и м несколько частных случаев  утве ржд ен ия  ле м м ы  2. П о л а 
гая  т  — k  =  I, получаем

E  (n H i ) ,  t) =  <7/(1). t [ N  +  (Л7)2 <7/(1), <], t =  I ,  Г .

П о л а г а я  т  =  k  =  2, получаем

E  (nHi), i ,lH2), /) =  <7/(1), / <7/(2), / [ ( А +  +  (AO3 (<7/(i), / +  <7/(2), /) +

+  (AO4<7/(i), / <7/(2), /], t =  I, Л.
П о л а г а я  т  =  I, k  =  2, получаем

E  ( « / ( I ) ,  t пц2), t) =  9 / ( 1 ) ,  I <7/(2), t [ ( 7 7 ) 2 +  (AZ)3 9/ ( 1 ), / I ,  7 = 1 ,  Т .  

П о л а г а я  m  =  I, k  =  3, получаем

£  (я / т ,  (Я/(2), (Я/(3), ( ) =  <7/(i), *9/(2), *<7/(3),'< [(AZ)3 +  (W)4 <7/(1), *], 7 = 1 .  Л.
Д а л е е ,  пусть Q/t =  ( I, 2, . . . ,  £ ) ,  to(Qft)— функция мощности мн ож ест ва  
Qzi ; Qfc(s)— некоторое под множество  множес тва  Qzi, имеющее мощность

5,  0 =¾ 5  г£С k\  2  — сумм ир ов ани е  по всем C f  по дм нож ест вам Qzi ( S ) .
Qk  (S )

Т огда  справед лив о следу ю ще е утверждение .
Л е м м а  3. Д л я  люб ых  t =  I, Л, /(( '),  i =  I, k имеет  место равенство:

/  I т  k  \ k

E I П  Ilj  (i ) t ( 11 Ilj (i), / l l  Ilj (i ), / j — 11 Qj (0, / X
Aj==I 1 =  / + 1  I = W + 1 ' t = l

til

X 2  2  2 -<“<"“» 1811 П  X
S - O  O m ( S )  i S Q , „ ( S )

X 2  2  (ZV),+s+s П
Z = O  Q,  (Z) i e O ; (Z)

где /, /?г — л ю б ы е целые  числа из ин те р в а л а  [0, k ] такие ,  что I ^  т.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Его, как  и д ок аза тел ьс тво  лем мы 2, прове

дем лишь д л я  случа я  k <  г. И с п ольз уя  ф орм ул у  (6) ,  получаем:
/ I  tn k  \  I

E (П П/ ( І ) ,  I  П «/(I),/ П n J (Z), Z ) ~  n X O  П П / ( 0 ,  < Х
4  =  1 1=1+1 Z=H!+ I ' /(!)._<_ !=1

/=  I , k
tn k

X П Я/(о, I П /1/(0,/Л (« (О I q (0> 77),
1 =  / + 1  I =  W + 1

где суммиров ани е  осущес твля етс я  по всево зм ож ны м значениям случай- 
ных величин л до,;, 7 = 1 ,  /г. П р и м е н я я  к правой части последнего соот
ношения послед овате льно пр еобразов ани я ,  которые использовались  при 
до к а з а т ел ь с т в е  лем м  I, 2, получим:

/ / т k \

Л I П /1/(/).( П /1/(0, / П Я/(0,< =«. >!"/(!), '-"/«).< X
V j = I  / = / + 1  Z = H !+ 1 ■ i H)J_

I =  I , /г

i w w— I //г

1 +  2  (nHH)H 1 ) + 2  2  (nH H ) H -  I) (nHn), t I ) +
I1= I  7*!= I I* =  +  + I
2 3 iti

+  • • ■ + 2 , 2  2  ( п н н ) , I — и  -  ( n H i m^ l ) , t и  +  ( И )
11=1 І 2—І 1 +  I I 1=  ̂ о +  Iw— I W-2
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k
. . .  к к N Ar-  л .  . . .  ,
/V! т-г ",-,a , / . VT \  + !  I <0. *

( + (  1),1 I )  ( + ( 2 ) ,  t I )  ( + ( m ) , /  I ) }  X

X
і=1

* / * \ П  9/(01.°/ ( I — <7/ (I), I
П («/ (£,. < — 0* ^  — S  «/ (0. *J 1 ‘'= ' ‘'=1

И спол ьзу я  принятые обозначения ,  перепишем правую часть соотношения
(11) в др угой равносильной форме.  Получим

/ I т к \ к

-£ ( П  Kj (J), t J.1 Щ(J), i I i  Kj(I), t j — J. J. 9/(0» t X
4=1 J=J+1 I=IlljT I ' J=I

т
X  2 )  [ П  (Kj (J), J I)  П  Kj(C)t t 11 Kj (J), / X

S=O QmIS) nn i h J >\ I JSQm (S) J60//0m(5)
J= I,  k

к
. . .  /г I к  \ N — "V. п . . .  ,ч

______________________________________________ T T  л. . Л  V  \ J= I / (0 ,  I
X к / к 9-/AtУ  I I 2  9/(0. C ) I-

/=1 \ /=1 /
( 12)

Далее ,  т а к  ка к

П +</), / П  «/(/), / =  П  («д.-), < — 2 +  2) X
/ s 2 / n Qm ( S ,  I S Q jZflm (S) / S f l j O B m (S)

X П (+•</,, ) -1  + 1) = 2  2  X
/ S f l ;/Q m  (S ) Z = O f l j (Z)

X П  («/(О, / — 2) П  («ДО, / — I),
/ S f l j (Z ) D Q m  (S) / S f l j (Z )Z Q m (S )

то, по дста вляя  пра вую часть последнего равенс тва  в фо р м у лу  (12),  по лу
чим:

/ I  Tll \ k
E  ( П  л , (j), t П  Kj(I)i t 11 Kj(C)t 11 — П  9/ (0 »

aJ= I J= J+ I J= W + 1 '  J =  I
т I

X 2  2  2" 1W . 151 П  X 2  Д - ' “/ м а - , я  П « м . ,  X
S = O Q m (S ) l'e £ 2 m (S ) Z = O f l j(Z ) / S f l j (Z )

/У!
X 2      XГП П,

« ........ >1 П  (+(/), / 3)! П  (+(/), t 2)!
/ S f l j ( Z ) H Q m (S) / S f l m ( S ) U f l j (Z)

х ------------------------------1------ 7------ I----------г  П  < & » +  X
п -1)1 U - S  »«,>. , + 1W , „ г а

JeQfc/(Om(S) UQz( )̂J \ J=I /
к

X  п  f e - ! п  * v - ' ( i - 2 ? / ( 0 .  ' X - - ' 0 ' 1 '
/ S f l m ( S ) U f l j (Z) / S f l ftZflm ( S ) U f l j (Z))  \  / = 1

П р и м ен я я  в зак лю че ни е  преобразо вания ,  анал огичные  выводу соотноше
ния (7),  на  основании известных свойств полиномиа льног о  распре дел е
ния получаем ут верж де н ие  л ем м ы  3. Л е м м а  3 д о ка за н а .

Ра ссмот ри м несколько частных случаев у твер ж ден и я  л е м м ы  3. П о л а 
гая I =  т  =  k  =  I, получим:
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E ( n l  ,) =  qt i , [(TV +  (TV)2 Qi, t) +  2 qt, t ((TV)2 +  (TV)3 2~> qti /)] =

=  qit / [/V +  3 (TV)2 9,-, t +  (TV3) 97, t] , / = 1 ,  г; Г = 1 ,  TA 

П о л а г а я  I =  m — k =  2, получим:

Л (л?, / я/, z) =  9/, / 9/, / K(TV)2 +  (TV)3 (9/, / +  9/, /) +  (TV)4 9/, / Qi, /) +
- f  (29/, / ((TV)3 +  (TV)4 (2 - 1 9/, t +  9/, /) +  (TV)5 2 ~ ‘ 9/, / 9/. /) +
+  29/, / ((TV)3 +  (TV)4 (9,, / +  2 - 1 9/, /) +  (TV)5 2" 1 9,-, / 9/, /)) +

+  49/, / 9/, / ((TV)4 +  (TV)s 2~~1 (9/, / +  9/, /) О- (TV)6 2—2 9,-,, 9/, /)] =

=  9/, t Qi, z [(TV) 2 +  3 (TV)3 (9/, / +  9/, ,) +  (TV)4 (9? , +  99/ , , qh t +  9 ? /) +

+  3 (TV)5 9/, / 9/, / (9/. / +  9/, /) +  (TV)0 q l  t 9/, /], i, / = 1 ,  г; I /,  / = 1 ,  T

П о л а г а я  I =  I, т  =  2, /г =  3, получим в итоге

Л («/(I), т«/(2), z л/(3),  z) =  9/(1),  / 9/(2),  / 9/(3),  z [(TV)3 +  (TV)4 (3qn i), t +  9/(2),  /) +

+  (yV ) 5 9/(1),  / ( 9 / ( 1 ) , / +  39/(2),  /) +  (yV ) 6 9/(1),  / 9/ (2) ,  / I .  / = 1 ,  Т.

В за клю чение  отметим т акж е ,  что, п олагая  / =  0, из л ем м ы  3 получим 
у т верж де н и е  л ем м ы  2, а при I =  т  =  0 — л е м м ы  I. К р о м е  того, л ем м а  3 
о б общ ает  резу льт ат ы  раб от ы  [2], т. е. л е м м ы  2, 4, 6 , применительно к 
одному и тому ж е  моменту  наблюдения.
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