
Второй тестовый пример представ ляет  зад ач у  односторонней аппрок-
П
'S?симации функции t g ( / )  полиномом (я — 1)-й степени £  х Д г~1 на отрез-
г=1

ке T =  [О, I] в пространстве L i (T)  [3]:
П

2  Xi / i  -> min,
I= I

X i  -J- Ix2 -J- . . .  -J- V1- iXn t g ( / ) ,  t Eiz T , X  (=. R". (4)
В [3] за д ач у  (4) не уд алось  решить  при я  >  8 из-за потери точности 

в вычислениях.  Она  не была  решена  и процедурой M L S I l D  при я  >  8 
из-за  того, что опорная  з а д а ч а  не смогла  идент ифицировать  структуру 
опоры. П ро ц ед у р а  S I P  р еши ла  за дач у  при я  ^  11. Резу л ь т а ты  решения 
за д ач и  (4) приведены в табл .  2.

Зам еча н ия .
1. В пр ограмме M L S I l D  значения  А (I),  b*( ( ) ,  b...(t), t <=T,  в уз лах  

сетки S e(Г) ,  в которых проверялись  основные ограничения ,  к а ж д ы й  раз 
вычисл ялись  заново ,  а в пр ограмме S I P  — хранились  в памяти.

2. Время решения задач и ( I )  программой S I P  не вкл ю чае т  времени 
со зд ан ия  сетки S 0(T).
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У Д К  517.577
Л. Е. З А Б Е Л Л О ,  В. М. Р А Ч О К

О Д НО Р Е ШЕ Н И Е  В Ы Р О Ж Д Е Н Н О Й  З АДАЧИ  
Д Л Я  СИСТЕМ С Р А С П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы М  З А П А З Д Ы В А Н И Е М

Исследуется  специальный класс  дискретных упр авлений типа  о б р а т 
ной связи.  Метод определен ия  па рам етров  упр авлени я  близок  к извест
ному методу А. М ани ти ус а  д л я  исс ледования  не вырож денны х з ад ач  в 
классе  кусочно-непрерывных управлений.  Отметим,  что в этом классе  р е 
шение  вырожденной задачи  не существует.

Рассмотрим  систему управления:
h

х  (0 =  А (I) х  (t) +  f K 1 (s)x (t — s) ds +  В (t) и (I), I g T =  [/„, I1], (I)
о

Хо ( - )  =  { у ( т )  | т  е  Po —  h,  to),  X ( I 0) = - V ' о}, (2)
где х — «-вектор,  и — m -вектор, т < « ;  у  ( I ) — з а д а н н а я  кусочно-непре
рывна я  я-векторная  ф ункц ия на [I0 — h,  Io], -Vo — з а д ан н ы й  я-вектор;  
A( I ) ,  K i ( s ) ,  В  ( I ) —-неп рерывн ые  ма тр и цы  своих размерностей,  
r a n k  В  (I) =  in, I e  Г; под и (I),  I e T ,  будем понимать  кусочно-постоян
ные упр авления  с з а д ан н ы м и  точками р а з р ы в а  pi, І =  I, N — I, р г-+ 1 =
=  pi  -J- А, А >  0, ро =  I0, Px  =  Ip, Ii >  0 —  постоянное  за паз ды вание .  

Качество  процесса у п ра влени я  оценивается  функц ионалом
L

I (и) =  f х '  (I) D  (I) х (I) dt  -* min, (3)
К

где D( t )  >  О, D ' (I) =  D ( I ) — непрерывна я  м атр и чн ая  функция,  I e T .
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Задача I. Найт и оптимальное  упр авлени е  U0(I) ,  I е  Г,  д л я  ( I )  — (3) 
в кл ассе  кусочно-постоянных функций с з а д ан н ы м и  точк ами разры ва .

Задача  2. Д л я  системы (I)  — (3) найти опт има льное  уп равлен и е  в 
фо рм е  обратной связи:

h

ип (t) — Ui =  Pi X (Pi - i )  +  I Р/ ( - -  г) X ( P i - 1 — г) dr,  (4)
О

1 = 1 ,  N,  t ( =  [Pi-i ,  Pi].

При решении задач и I потребуется  ф о р м у л а  Коши д л я  решения си
стемы ( I )  — (2) [I]:

U h

X (Z) =  F (t, Z0) X0 -I- j  j  rZ7 (t, т - f  s) K 1 (s) X0 (т) dsdx +
to— h tQ— т 

t

+  J  F (t, т) В  (т) и (т) dx,  (5)
to

где F (t, т ) — матричная функция,  удовлетворяющая уравнению:
h

d F f T Т) =  — F (t, х)  А  (х) — j  F (t, х +  s) K 1 (S) ds,
о

X t, F  (t, t — 0) =  Е,  /■’ (Z, т) SH 0, т >  I.

Учитывая (5), запишем (3) в виде:
N  P t  N  U Pi

I (и) =  2 2  Ui- 1 j В '  (т.,) K 2 (Z0, т 2) dx,  X0 +  2 2 “ £-i j  j  в ' (Ta)>
I =  I p  1 = 1  to— h p  ,

(6)N  N  Pi п .  V >

K 3 (to, T o ,  T 3 )  I i T 2 X 0 ( T 3 ) dx3 +  2  2  U i ~ '  i B '  ( f )  f i t 0 , T 2 , T 4) ,

V i L
d x 2Uj— I - f  c,

i = 1 / = ‘  V i l  V i

(7)

В  ( t 4) dx

где

ZCo (Z0- T2) =  f  F '  (t, T2) D (t) F (t, t0) dt,
"2

t t I l

K 3 (to, To, T3) =  J j  F'  (t , To) D (t) F (t, T3 +  Sg) K 1 (S3) ds3 dt,
--O to— ' з

t\

ZC4 (tQ, T2, t 4) =  j F'  (t, т.,,) D (t) F (t, T4) dt, 
m a x  ( - 2 , - 4)

t ,  p  U  I i

c =  Xo I' F'  (t, to) K  (S) D  (t ) F (t, to) dt x0 +  2x„ j  J j  F'  (t, Z0),
to 10 10 f l  to ~3

/1  to h  to h

D  (Z) F  ( t3 +  s3) K 1 (s3) X0 (x3) ds3 dx3 dt  +  j  j  j  ] j  x'0 (T1) ,
10 t0 h  to to h  to -3

ZCi (S1) F'  (t, T1 - f  S1) D  (t ) F (t, T3 +  Sg) ZC1 (s3), .V0 ( t3) ds3 dx3 ds2 dxl dt.

Отметим,  что в ы р а ж е н и я  (7) совпа дают  с ма тр и чн ыми  импульсами з а д а 
чи ( 1 ) - ( 3 )  [2].

Введем обозначения:
Pj

ф 2 . І — I В'  (X2) K 2 (t0, Т о )  Ht2,
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( D 2  =  ( ( U 2 i  ь  ф 2  2 . . .  ,  о '2. л ’ ) ' ;
Pt

Ф з . і  (Tl) =  I K 3 (to,  T4, T1 ) В  (т4) CiTi ,

I— I

Фз ( T l )  =  ( Ф з ,  I  ( T l ) ,  Ф з,з (Т і ) ,  . . .  ,  Ф з ,  Al ( T 1) ) ' ;
( 8 )

• г
+ 4 , / , /  =  j  в '  ( т . , )  j  K i ( to ,  T 21 T4 ) В  (T 4) Clri

pC-I lpC-I

■ф4і 11 ••• +4,  I уV
ф 4 =

_ + 4, AM ••• +  4, NN..

и =  (и'и uN), Ui GE / Г

dx.,

,  ф 4  = -  ф 4 ;

Учитывая (8), запишем (6) вТвиде:
и

I (и) =  с +  2 и ' Ф 2 х 0 +  2и  j  Ф3 (т3) X0 (т3) d r 3 +  и '  O i U. (9)
Io- I l

При сделанных пр ед пол ож ен иях  относительно B ( t ) ,  D ( I ) ,  t ^ T ,  по
лучим Ф 4 >  0, а это обеспечивает  существование ми н им ума  фун кц ио 
н а л а  (8) ,  и, следовательно,  существование решения за дач и ( 1 ) - ( 3 )  в з а 
данном классе  кусочно-постоянных функций.  Из  (8) следует,  что опти
мальное  уп равлени е  щ ( 1 ) , t е  T , уд овлетворяет  условию

Ф 2х0 +  [ Ф 3 (T 3 ) X0 (T 3) dxx +  Ф 4 и0 =  О,
U- Л

или в покомпонентной форме

где ft

Ф 4, I lUi  +  Ф 4, 12 42 +  ••• +  Ф 4, I Al Un  =  / 1 ,

Ф 4, 21 и? +  Ф 4, 22 U2 +  .. .  +  ф 4, 2AT u N  =  f  о,

Ф 4, N I  U? +  Ф 4, N I  « 2  +  ••• +  Ф 4, N N  UyV =  f h ’,

to

O 2. i X0 — j  Ф зі (т3) X0 (T3) dx-j, i =  I , N  — I . 
t „ ~ h

(10)

Так как  Ф 4 > 0 ,  то из (10) получим:
N - 1

Иду =  + ! , A W  /rM —  + 4 ,  ДУДУ + 4 ,
ОiVi til • (H)

Подставив (11) в (10), имеем:
r l S  I О I с Т \  I I г Т л   ̂ у - G с I
Ф 4 , 11 Wi  T  Ф 4 , 1 2 ^ 2  “ Г  • ••  ~  Ф 4 , I N —  I I l N - 1 —  /  I э 

I 0 т I О T I 4 1 0   с I
Ф 4 , 21 U i  +  Ф 4 , 22 І І 2  +  . . .  +  Ф 4 , 2ДУ— I I l N - I  —  1 2>

гтД О I Л 1 O 1 . ,т,  I 0 cl
Ф 4 , ду_ I I и  I + Ф 4 , ду— I 2 U 2 —  ' г  Ф 4 , ду— I ду— I U n -  I —  J n -

1 г т , —  I

( 12)

где f i  =  f i  — Ф 4, I N  Ф 4 , ДУДУ / д у ,  + 4 , 1 /  =  + 4 , ( /  —  Ф 4, (W Ф 4, ДУДУ+ 4 ,  ДУ/, І ,  /  =

=  I ,  A f - I .
Поскольку Ф ; , д у - , 1 > 0 ,  то, продолжив процесс исключения U10, І =  

=  j V— I, Л/' — 2, ... , I, в итоге получим:
N - k - \  S О

llN—k — (+4, N-Ii N—/у)-1  ( / лУ— f t — 2  Ф 4, ДУ—k i О  j , ^  ( - - ) = 0 .  (13)
V (=1 / £=1



fi — fi 1 — Ф 4, t’1//—*+X (Ф4, yv—*+1 —*+l) ' /w-A-fl-  (14-)

Ф 4, a  ~  Ф 4, ij —  Ф 4, l N —k + \ ( Ф 4, N - k + \  N—k + 1)_1  Ф 4, N— k+\  j,  ( 1 5 )

f t =  ft,  Q l t j  =  Ф 4, tj, ft =  I, N - I, i, j =  I, TV — /e.

П о д с т а в л я я  в (13) k  =  N  — . . . , I, получим оп тим альны е участки
кусочно-постоянного управления .

Т еорема I. Оптима льное  упр авление  в выбранном классе  кусочно-по
стоянны х функций з а д ае т с я  соотношениями (13) — (15).

Приступим к реше нию за дач и 2.
П о л о ж и м

/г
fi =  а? +  j  Pr (— г) X (Pt —  г) dr, (16)

О
где

а/ =  а j 1 — Ф4> J-1JV-i-f I (Ф4 ,N—k+ 1 л'-A+i) - 1  aJV-Vf 1, (17)

Pt' (/-) =  Р? ' (О — Ф*. IN—к+\ (Ф4, Af-Jt-Ll Л'—/г+|)— 1 Рл'-Л+1 (т), (18)

a I =  Ctj =  — Ф 2, £, РГ (— /') =  рг (— Г) =  — Ф 3, і (/'), t =  I, У,  / =  I, Al — I. 

Определим на первом шаге

Ф 3 =  Ф 2 (to),  Фз (Г) =  Фз (to, г) ,  Ф 4 =  Ф 4 (I0), f j  =  f j  (I0) 1 N = N  (t0). 

Д л я  «I имеем из (13):

,,° /rn^(^o) —1\ —I fN(t о)- I __ /гТт^^о)—I\ _  I / yV(I10) - I  /, Ч j— (Ф4, I l j 1/! — (ф 3, 1 1  j (ОI A (/о) +
/г /г

+  [  p f  (—  г )  X  ( t 0 —  г )  d r )  —  g \ ,  \ х  ( to)  +  f  g 2, I ( — г )  X  ( t 0 —  г )  d r .  
о о

Проводя замену t0 на P1, получим следующие соотношения для щ , I <  
<  i <  N:

и
Ui =  g i . i X  ( p i - 0  +  [  g2.  i ( —  г)  X (Pi - 1 —  /') dr,  (19)

О

(го»

г г . і М  =  <Ф Г ' Г ' Г , > _ 1  ) _ 1  С " ' - 1’ - 1  (f I '  > < ' < " •  <2 | >

Уч ит ывая  вышеи зложе нное ,  получаем,  что спр ав ед ли ва
Теор ем а  2. Д л я  з а д ач и  ( I ) — (3) оптимал ьно е  управл ени е  в форме 

обратн ой  связи (4) существует  и оп ред еляет ся  формулой (19),  ко э ф ф и 
циенты в которой вычисл яются  по ф о р м у л а м  (17),  (18),  (20),  (21).

Замечание .  Вы рожд ен но сть  ф у н к ц и о н а л а  (3) понимается  в смысле  
р а б о т ы  [3].
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