
H з акл ю че ни е  отметим возможность  обобщ ения по аналогии с [5] 
из лож енной методики получения  численных решений з а д ач  с перемен
ным н ачаль ны м  градиентом на  случай неоднородной пористой среды.
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С. Л. Ш Т И Н

Я В НОЕ  Р Е ШЕ Н И Е  ОД НОЙ О Д Н О Р О Д Н О Й  
З А Д А Ч И  РИМАНА Д Л Я  ПЯТИМЕРНОГО ВЕКТОРА

Ра ссмотр и м векторную за д ач у  сопряж ен ия:  найти кус оч но-голоморф 
ный вектор F ( z )  =  ( L i ( 2 ), . . . ,  L 5^ ) ) *  (здесь Z озн ач ает  т ра н сп он и ро ва 
ние) с линией скачков L  =  L 1 (J L 2, где L i =  [— 1,0], L2 =  [0 , I], ориенти
рованной в направ лении от н а ч а л а  координат,  который ограничен в 
окрестности узлов  2  =  — I, 0 , I и имеет на бесконечности полюс по ря д 
к а  < s  при условии с о пр яж ен ия  L+ (Z) =  G(Z)L-(Z) ,  где G(Z)— кусочно
постоянн ая  матр и ца

О б щ а я  теория  подобных за д ач  приводится  в [ 3 ] . В настоящей работе 
р а с см ат р и в ается  з а д а ч а  частного вида  с кусочно-подстановочной м а т р и 
цей в качестве  к оэ фф и ц и ен та  Р и м а н а .

Н еобх одим ые д л я  д альн ейш ег о  свойства  т аки х м атр и ц  рассмотрены 
в [I]. Д л я  м а тр и ц  01 и O2 существует  такое  пр ео б р азо в ан и е  подобия,  ко 
торое  р а з л а г а е т  их в пр яму ю  сумму моно миа льн ых  м атр и ц  порядков  I 
и 4. Это п р еоб разо ва ни е  о су ще ствл яет ся  посредством матрицы

Перейд ем  к новому неи звестному вектору Ф ( г )  =  ( Ф Д г ) ,  . . . , Ф 5( г ) ) '  
с помощью линейной за м е н ы  неизвестных Ф ( г )  =  S - i F ( Z ) .

С. 1072.

П о сту п и л а  в р ед а к ц и ю  11.11.90.
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Граничное  условие  за пи ше тся  в виде:

Ф + ( 0  =  S - i F + ( t ) = [ S ^ G ( t ) S ] S - ' F ~ ( t ) =  G1( Z )O - (Z )1
где G1(Z) =  S - 1G(Z)S.

Выполнив ум но ж ен ие  матриц,  получим:

Л О О О Ox 
O X O O
О О X2 О , Z e L 1 
О О О X3 

' О О О
G1 (Z) =

I

Z e L 2

Теперь рассмотрим ри ма нов у поверхность Y 4 =  z ( l  — z ) 3, состоящую 
из четырех сфер Р и м а н а  с разре зом  по отрезку L2 и склеенных м еж д у  
собой согласно подстановке  (2, 4, 5, 3),  пре дставляемой матрицей,  з а д а н 
ной на L 2. Н а  этой поверхности возникает  с к а л я р н а я  з а д а ч а  сопряжения,  
эк в и в а л е н т н а я  данной векторной задаче:  найти кусочно-голоморфную 
функцию 4F( z ,  Y )  на ри манов ой поверхности,  ограниченную в окре ст 
ности точек с про екциями Z  =  — I, О, I, имеющую над  точкой оо полюсы 
по ря дка  и у д о вле тво ряю щ ую  граничным условиям:

Y t  (Z) =  X* 1FL (Z) 
/г =  I, 2, 3, 4

при Zt-  (— I, 0),

при Zge (О, I).

' 1FL (Z) =  X3 Y T  (Z)
Y t  до =  я  ¥ Г  (Z)
W t  (Z) =  X4 Y F  (Z)

, Y |  (Z) =  X2 Y F  (Z)
Здесь  через Y i- ( Z ) =  Ф ; ( г )  обозначены ограничения  Y (z, Y )  на Z-м листе  
поверхности,  Z =  I, 2, 3, 4. Н у м е р а ц и я  листов поверхности выбирается  
так,  что при Z s  (О, I )

W f  (Z)

(*)

}/Ц\  - Z ) 3E E R > 0,
Y t  (Z) =  Z Y t  (Z),
Y t  (Z) =  - Z Y t  (Z)1
Y t  (Z) =  - Y F  (Z).

Р и м а н о в а  поверхность Y 4 =  z ( I — z ) 3 допус кае т  ра ци она льную  п а р а 
метризацию

z I

. ^ • р т г
с помощью которой эту поверхность  можн о конформ но  отобразить  на 
плоскость F

Найд ем  об раз  контура  L =  Li U L2 в плоскости £: 

z =  Oi->£i =  £2 =  £з =  С4 =  О,



При такой п а р а м е т р и з а ц и и  з а д ач а  со
пр яж ен ия  на риманов ой поверхности пе
реходит  в с к алярн ую  з а д а ч у  сопр яже ни я 
на плоскости £ с контуром скачков  К  =

4 4

=  ( U Г;) U ( U Л;)> по ка занн ым на рисунке.
I I

. Точнее, требуется опред елить  кусочно-
/ г*

голомор фну ю функцию x(?)  =  tF

ограниченную
.! +  S4 ’ 

везде,  кроме
I + S 4

окрестностей точек 0;f, где она  имеет  по
люсы по рядка  s и уд овле тво ряет  следу ю
щим условиям сопряже ни я:

i X + ( 0  =  V y r ( t ) ,  f e  A i ,  і =  I ,  2 ,  3 ,  4  
X+ (0 =  ^3X-  (0> t GE Г і,

[х+ (0 =  x%~(t) ,  < е г „
х+ (о  =  Xi X -  (t), / е г 3, 
х+  (t) =  х2х - (0 ,  ^ e e T 4.

Если ввести обозначение
I

Я  (О

X31 /GE T1; X, ^ g A 1 
Я, / G E ;  Г-, / е  A2 
X4, / ?Е Г3; X3, / GE A3 
X21 ^ g T 4; X4, /GE A4,

где X =  ехр(2яг /5) ,  то общее  решение  последней задач и со пр яже н ия  з а 
писывается  в виде [2]:

X (?) =  R  (?) ехр й г ( 2 1(=1 д.

In H  (!)
t — t dt I V In H  (/)

£ =  I Г ,

I3
Ii +  I d/l

где R(Z) — р а ц и о н а л ь н а я  функция,  в которую вход ят  в под ходящих сте
пенях Ши м но ж ит ел и (£ — С/,) п‘к д л я  всех уз лов  ск е  К  и которая ,  кроме 
того, имеет  полюсы п оря дка  s в точках  0¾, k  =  I, . . . , 4 и ограничена  на 
бесконечности [2]. В силу того, что мы требуем ограниченности в ок рест 
ности точек £i, £2, £3, ?4, множ ители (£ — £г) войдут  в Р ( £ )  в нулевой сте
пени.

Д л я  у зл а  0 имеем:

— ”2лТ ^ ’m H  У) +  ••• +  1™ ' п Я  (/) +  Iim In H  (/)
/-> 0  по T 1 t -*-0 по T4

+  Iim In Я  (01 =  — 4.
^->0 по A 4

Д л я  узла оо получаем:

*— [ п т  in п  (t) -f- ... -+-
ПО T 1 t-+ 00 ПО

Таким образом, в О (£) входит сомножитель
-2 I £»

І-+0 ПО А I

W50 =  [lim In Я  (0 +  •■• +  Iim In H  (01 2 .

? ( т Г (S4 +  I)4' (S4 +  IY ’

Д л я  того, чтобы ф ун кц ия  R(Z1) бы ла  ограничена  в окрестности оо, она 
д о л ж н а  иметь  вид:

D Cf \    ^ 4 s — 6 (£ ) Zb

где P/lS_6( £ )— некоторый многочлен степени 4s — б, не имеющий корней
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в точках 0/, (при s  =  I Piis-а (I) — I /  ( a t 2 bt, -)- с ) ) .  В о зв р ащ аяс ь  на ри- 

м ано ву  поверхность  IF4 =  г ( I — 2 ) 3 и учитывая,  что £4 =

V =  , У  г ( I -  г)»
~ V  ( I — г) ( I — г)3

4F (Z, 117)

I —  г т. е.

W

I — г 

P

, получаем д л я  общего  решения формулу:

4 s—6
w W

W
4-  I

X W

где

X  (£) =  ехр ■2щ

4
У In н  (/) , . . V f i  „  ... / I  I3 \ 

Л  +  2  J In H (t) (T z z r -  , i q r r j

Ф 5 (2)0:

1=1 Д;
dt

Отсюда получаем решение векторной задачи ( Ф і ( г ) ,  .

Фі  (г) =  Qs (г),

Ф г (г) =  40 (г)

Wt
4s— 6 ( I — г

Wi

W i

I — г

X W j  

I—г i =  2,

где W i ( z )  выбирают ся  в соответствии с (*),  a Q s ( z ) — произвольный м н о 
гочлен степени s.

Окончательно получаем д л я  компонент  вектора  F ( z )  следую щие в ы 
раже ния:

F i ( Z )  =  Ф I ( Z )  +  Ф 2 ( г )  +  Ф 3(2) +  ф *  (2) +  Ф 5 (2) ,

F^ (z) — Ф I (z)  +  7>4Ф2 (z)  +  ОІФз (2 ) -F Л2Ф 4 (z)  ~F ОФ5 ( z ) ,
F3 (2 ) — Фі  (z)  -F Х3Ф 2(г) -F ЯФз(г)  -F Х4Ф 4 (z)  +  Х2Фб ( z ) ,
F i (Z) =  Ф 1 (2 ) -F Х2Ф 2(г) -F 04Фз(2)  +  ЯФ4(2) +  Х3Ф 5(г) ,

F 5(2 ) =  ®i(z)~F ХФ2(2 )-Д Я2Ф з ( 2 ) +  03Ф 4( 2 ) ф  XFp5 (z) ,  1K =  ехр(2лі /5) .
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Т .  A .  U I E  В  И Л  А

К Р А Е В А Я  З А Д А Ч А  К А Р Л Е М А Н А  В П Р О С Т Р А Н С Т В А Х  Ep

I. Пусть  D — кон ечная  од нос вязна я  область ,  огранич енн ая  контуром 
Л я п у н о в а  Г. П р едп олага ем ,  что начало  координ ат  п р и н а дл е ж и т  о б л а с 
ти D.  Н а  контуре Г з а д а н ы  две  функции G (t)  и g ( t ) ,  G ( t ) — непрерывная  
функция,  g ( t ) е  L p ( T) ,  I  <  р  <  с о .

Ра ссмотри м сл ед ую щу ю кра евую  задачу .
Найт и все функции Ф ( 2 ),  п р и н а д л е ж а щ и е  пространству  E p (D)  и 

удовлетворяю щие след ую щем у  к раевом у условию:

Ф И О ] =  G ( t ) 0 > ( t ) + g ( t )  ( ! )
почти д л я  всех t е  Г.

Зд есь  а ( 0  переводит контур Г на себя  с изменением ориентации и 
удовлетворяет  следую щим условиям:  I) а [ а ( 0 ]  =  0  2) a ' (t) удовле тво
ряет  условию Гельдера .
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