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А. П. Х А П А Л Ю К

О Б О Б Щ Е Н Н Ы Е  Р Е Ш Е Н И Я  У Р А В Н Е Н И Й  Э Й Л Е Р А

Классические  решения линейного диффе ренц иа льн ого  уравнения  
Эй лера  п-то п орядка  (аи — постоянные числа)

2 ¾ * * - J T  ф (*) =  0а х я

х о р о ш о  изв е ст н ы.  И х  о бы чн о  и щ у т  в ви де  ф і ( х )  =  X1 [ I ,  2] (или  | х | -̂ [3]) .
П о с л е  п о д с т а н о в к и  Cpi (х)  в ( I )  и с о к р а щ е н и я  на о б щ и й  м н о ж и т е л ь  X х
п о л у ч а е т с я  а л г е б р а и ч е с к о е  у р а в н е н и е  п -го п о р я д к а  о тн о с и т е л ь н о  Я ( х а 
р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е ) :

П

П (I — aj) = 0, (2)
/= I

простые корни которого а,- (характ ерист ическ ие  числа)  опре де ляю т на 
всей оси х п линейно нез ависимых частных решений вида:

Фі7 (А') =  х  (3)
Считается  [ I — 3], что это ф у н д ам е н та л ь н а я  система и любое  другое  р е 
шение д о л ж н о  быть линейной комбин ацией решений (3) .  Од нако о к а з ы 
вается,  что это утве р ж д е н и е  неверно.  С по мощью подстановки Ip2 (A) =  
=  Xх s g n  х,  к отор ая  приводит  к тому ж е  ура вне нию (2 ), можн о получить 
еще п  других решений

Ф2;- ( х )  =  X aJ sgn  х. (4)

В ре зул ьтате  получается ,  что ур авнен ие  n -го по р я д к а  ( I )  имеет  2п  л и 
нейно не за ви си мы х  решений.

Поя влен ие  дополнит ельны х решений можн о пояснить следующим 
образ ом.  Соответс твующ ее  нецелому характ ерист ическ ом у числу а 
классическое  реше ние  х® является  многозначной функцией с точкой вет
вления х =  О и поэ тому недоопределено.  П ри лю бом варианте  выбора
ветвей,  число котор ых  м о ж е т  быть велико,  эта  ф ун кция будет решением.  
Однако д л я  любого  а  среди всех вари ант ов  вы б о р а  ветвей только две  
функции линейно независимы,  остальн ые  я в л яю т ся  их линейными к о м 
бинациями.  Эти дв е  баз исные функции и будут  д в у м я  решениями у р а в 
нения Эйлера ,  соответствующими одному и том у ж е  ха ра кте ри стич е
скому числу.  Они не опр еделяю тс я  однозначно,  и базис можно выбр ать  
по-разному.  Один из них построим следующи м образом.  На  по л о ж и т ел ь 
ной части оси х возь мем арифмети чес кое  значение  функции х “ . При пе-
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реходе  через точку ветвления  на отрицательную ее часть можно попасть 
на любую ветвь, что зап ишется  следующим образом (т  — целое число) :

Л ю бо й  вариа нт  вы бора  ветвей х а мо жн о представить  к ак  линейную 
ком бин ац ию  базисных функций х+  и XaL. Этот базис, по-видимому,  н а и 
более простой.  Н азовем  его каноническим.

В некоторых случа ях  более удобным м ож ет  оказ ат ься  другой базис ,  
для  функций которого используем специальные обозначения  и опр еде 
лим их форм улами [ 4 ] :

Этот базис  назовем аналитическим,  т ак  ка к  его базисные функции м о ж 
но считать сужением (предельным значением)  на действительную ось 
аналитической вне ее функции

Имеетс я  еще один практически очень удобный базис, который назовем 
четно-нечетным; одна базисн ая  функция его будет четной, др уг ая  — н е 
четной, и определяются  они по ф орм улам:

Очевидно,  что базисные функции любого  из этих базисов можн о считать 
линейно независимыми решен иям и уравнен ия  ( I ) .  О ба  эти решения 
мо жн о расс м ат р и в а т ь  ка к  резу льт ат  уточнения  классического  решения,  
которое  неоднозначно определено.  В частности,  решения (3) — (4) легко  
представить  в виде линейной комбинации введенных выше базисных 
функций.

Такое  уточнение классических решений может  показаться  несущест
венным и д а ж е  тривиа льным .  Тем не менее оно выводит нас  за  рамки 
классического а н а л и з а  в обла ст ь  обобщенных функций.  Ба зи сны е  ф у н к 
ции всех трех базисов  (6 ) — (9) являю тся  типичными обобщенными 
ф ункциями [4, 5 ] . В соответствии с этой терминологией все 2п  решений 
ур авне ни я  ( I )  следует считать об общенными функциями.

Ра ссмотри м теперь случай кратных,  но опять не целых,  х а р а к т е р и 
стических чисел. П редп о л о ж и м ,  что характеристическое  число а  т - к р а т -  
но. Известно [ I — 3], что классические  решения,  соответствующие этому 
числу,  имеют вид x“ ln fe|x]  (k =  О, I, 2, . . . , т — I ) . Ис по льз уя  в ы ш е 
изл ож ен ны е сообр аж ени я,  легко  показать ,  что еще т линейно не зав иси 
мых функций вида  х а Inft | x |  Sgn х  т а к ж е  будут решениями.  П оэтом у и для  
кр атны х ха ракте рис тичес ких чисел число обобщенных решений в два  
ра за  больше классических.

П ереход  к це лым характе рис тичес ким числам приводит  к нетриви
альным осложнен иям ,  что видно уж е  из определения функций а н а л и т и 
ческого базиса  ( 7 ) . Сущность  во зни каю щих здесь проблем можно из у
чить фактически без ограничения  общности на примере  решения у р а в 
нения Эйле ра  первого пор ядка:

При нецелом а решен иям и будут  функции х а и ха Sgn х.  Д е л о  сводится 
к изучению этих решений к а к  функций п а р а м е т р а  а. П ер во е  решение  ха 
к ак  функция комплексного  переменного а является  аналитической ф у н к 
цией и поэтому остается  решением при любом значении а, вклю чая  це
лые значения .  Второе  решен ие  Xa Sgn х  являе тся  ме ром орфно й функцией 
комплексной переменной а  [4]. П о л ю с а  ее расп о л о ж ен ы  в точках  целых

(5)
где [4, 5]

(6)

(х  +  Ю)° =  х+ +  XaL еш л , (х — Ю)а =  х+ + х  " е~‘ая. (7)

Iim (х +  iy )a =  (х ±  Ю)а.
(8)у -+О

(9)

(10)
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отриц ател ьн ых  значений а: (а  =  — s, s =  I, 2 , . . . ) ,  что является  причи
ной упомянутого  осложнения.  Вне этих полюсов функц ия будет вторым 
решением уравнен ия  (10).  Осталось  выяснить роль  этих  полюсов.  В б л и 
зи полюса ее мо жн о р а з л о ж и т ь  в ря д  Л о р а н а  по переменной а  +  s [4]:

Xa sg/г х =  S) +  F  (х, s), (11)

где первое  слагаем ое  — главная ,  а второе  — ре гу л яр н ая  части р я да  Л о 
рана ,  С- i  (х, s ) — вычет  функции в полюсе а =  — s.

Р еш ен и е  урав нен ия  ( I ) ,  к а к  известно,  опр ед еляет ся  с точностью до 
мно ж ит ел я ,  который м о ж е т  быть функцией п а р а м е т р а  а. Воспользуемся  
этим свойством и возьмем решение  в виде у (.v, а)  =  (« +  s ) x a s g n x ,  к о 
торое  у ж е  в точке  га =  — s не имеет  полюса и равно вычету,  который как  
ф ун кция переменного  х  будет дополнительным решением уравнен ия  ( 1 0 ). 
В явном виде это решение  запи шет ся  [4] так:

§ 0 —I) /х \ ' ~ б (х)
Jirn  ̂ (a +  s) XaiSgn х =  с_ 1  (х, s) =  2 (— l ) s — уу р =  2 (12)

К а ж д о м у  числу s  уравнен ия  Э й л ер а  соответствуют дв а  линейно н еза в и 
симых  решен ия x~s и 6(s_1) (x) ,  которые мо жн о р а с с м ат р и в а т ь  ка к  баз ис 
ные функции четно-нечетного базиса.

При ведем  еще один метод получения  этих решений,  который д ае т  
во зм ожн ость  взглянуть  на  них с другой стороны. Бу де м исходить из 
функц ий аналитического  базиса  (8 ) . На  первый вз гл яд  м ож ет  п о к аза ть 
ся, что при целом a  (a  =  — s) зн ак и ±  не играют роли. Во многих с лу 
ч ая х  так  оно и есть. О дн ако  в м а та н а л и з е  встречаютс я  операции,  при 
выполнении которых знаки в (8 ) будут  существенными. Д л я  ко нкрет
ности возьмем случай a  =  — I и вычислим интеграл:

/ = J  f  ( х ) х - '  dx ,  (13)

где функц ия f ( x )  при X =  O не р а в н а  нулю и бесконечности.  Типичный 
метод вычисления  следующий. Ра з о б ь е м  его на три слагаемых:

J =  I  /  (х) л— 1 dx  -f- I' f  (x) л:- 1  dx  +  j  f  (x) x- 1  dx.  (14)

Вычислим к а ж д ы й  из этих  интегра лов  по отдельности при достаточно 
м а л о м  т, а затем  устремим т к нулю. С умма  первых двух интегралов 
опр еделяе т  главное  значение  по Кош и инте гр ала  (13).  В третьем инте
грале  за мени м пр ямолин ейн ый отрезок интегри ров ан ия  на п о л у о к р у ж 
ность. Здесь  у ж е  п ро являетс я  неопределенность подынтегральной ф у н к 
ции, так  к а к  пол уо к ру жн ос ть  мо ж н о  провести двояки м образо м в ве рх 
ней или нижней полуплоскости.  В обоих случаях  инте гралы вычисляются  
эле ментарно:

J /  (х) х ~ '  dx =  Д  i n f  (0) =  +  in j  f  (x) 6 (x) dx.  (15)

Верхний з н а к  означает ,  что пол уо к ружн ос ть  проведена  в верхней,  н и ж 
н и й — в ни жней полуплоскости.  О тсю да  видно,  что об ычная  функция х - 1  
в (13) после  уточнения п о р о ж д а е т  две  разн ые  обобщенны е функции,  к о 
торые и будут  линейно не зави сим ыми решениями ур авне ния  (10) .  Естест
венно, знаки в (15) однозначно св яза ны  со зн ак ом  в равенстве  (8 ). 
П оэт ом у имеем:

Iim ( х ±  й/)_ 1  =  (х  ±  Ю)—1 =  P  ( - M  +  in  б (х), (16)
у->+о V W

где буква  P  о б озн ач ает  главное  значение  по Коши функции ,W. Сумма  
и разность  функций аналитич еског о  базиса  (16) д ае т  прежнее-значение  
функций четно-нечетного базиса .  • - -
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Совершенно аналогичные рассужд ения можно провести д ля  л ю 
бого s, и в резул ьтате  получим функции аналитического  базиса :

Iim (х  +  i y )~s — (х  ±  iO)s =  P (x~s) + i n — -xI . (17)
и-*+о ' Xs

Отсюда легко  получаются  функции четно-нечетного базиса  решений 

(х +  i0 )~s +  (х —  i0)~s =  2Р (х~$), (х +  i0)~s — (х —  Юу  =  2 i n - ~ l .  (18)

Б у к в а  P  в ( 1 7 ) - ( 1 8 )  обозначает,  что x~s — обобщ енная  функция и по
нимается не в обычном (классическом)  смысле.  Если ее понимать в 
обычном смысле,  то из вышеизложе нного  видно, что в интег ралах  типа  
(13) она о ка зы вается  недоопределенной.  К а к  обобщ енная  функц ия она 
становится однозначной,  но за  счет того, что интеграл  типа  (13) в ы чи с 
ляе тс я  следующим образом:

оо оо s—• I

f /  ( X )  P  (дг-) dx  =  J  [ /  (X) -  2  S r  f W  * J  *~S dx ( 19)
—-V —CO k—0

и на зыв аетс я  регулязацией соответствующего обычного интеграла  [4].
Осталось  рассмотреть случай кратных отрицательных целых корней 

характеристического  уравнения .  Случай целых неотрицательных к р а т 
ных корней существенно не выделяется ,  и соответствующие решения 
определяются  по общим фо рм улам .  П редполож им,  что х аракт ери ст ич е 
ское уравнение  (2 ) имеет  м н о ж и тел ь  (к +  s ) m (число s — m -кратный ко 
рень) .  К а к  известно,  обычные т  решений,  соответствующие тако му х а 
рактеристическому числу, имеют вид x r * \ n h \x\  (k =  О, I, . . . ,  т — I).  
До по лни те льн ые  решения при k Ф  О определяю тся  стандартной ф о р м у 
лой x~s In* Iх I s g n  х.  При k — О функц ия x~s s g n  х  не явл яе т с я  решением,  
недостающи м решением будет И(лс). Напр име р,  легко  проверить,  что 
частными решениями уравнения  второго поря дка  (s =  I, т  =  2 ):

+  3 x I u + ^  =  0  (2 0 )

будут  четыре  линейно незав иси мые функции х ~ \  .v—1 I п | ,v | , б (х) ,
.V- 1  In I х I s g n  х.

Зам етим ,  что полученные здесь результаты,  в частности,  удвоения  
числа линейно независимых решений,  не противоречат  обычным теоре
мам теории обыкновенных д и ф фере нц иа льн ы х  уравнений.  Утверждение  
о том,-что  ди ф ферен ц иа льн ое  уравнение  п -го поряд ка  имеет  п  линейно 
нез ависимых частных решений,  д о ка зы ваетс я  д ля  ин тер вала ,  на котором 
нет особых точек. В нашем случа е  х  =  О является  особой точкой, и это 
утвержде ние  для  интерв ала ,  вкл ю ча ю щего особую точку,  уж е  недейст
вительно.

Аналогичные ситуации имеют место д ля  других диф ференц иал ьны х 
уравнений,  в частности д л я  уравнен ия  Бесселя  [6].
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