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HEM APK OB OC Tb  Д Е Ф А З И Р О В К И  К В А Н Т О В Ы Х  СИСТЕМ 
В КОГЕРЕНТ НОЙ СП ЕК ТР О СКО П И И . Ч. I

Д е ф а з и р о в к а  кванто вых систем (разрушени е  когерентности фа з  
квантов ых  состояний объектов ,  сос та вляющ их  анс ам бль )  под действием 
разл ичных  внешних ф акт оров  ок а зы в а е т  опр ед ел яю щее влияние  на ф о р ­
му сп ек трал ьн ых  линий и на ход нестацио на рны х когерентных нелиней­
но-оптических (H K H O )  явлений.  С другой стороны, деф а зи р о в к а  и ф а ­
зовая  са моо рг ан из аци я  систем составл яют  предмет  исследований в р а м ­
ках  синергетического подхода ,  который в последние  годы широко при­
меняется  при изучении самых ра зл ич ны х классов объектов ,  п р е д с та в л я ­
ющих собой ан самб ли взаимодейс тв ующ их подсистем.  Это позволяет 
использовать  ка к  синергетический подход д ля  изучения  спе ктральных и 
H K H O  явлений,  т а к  и наоборот  — спектр альны е и нестационарные опти­
ческие методы д ля  исс ледования  общих синергетических аспектов.

Обычно процесс  деф ази р о в к и  описывается  введением в оптические 
уравнения  Б л о х а  феноменологического п а р ам етр а  T2 — времени д е ф а ­
зировки.  Од нако в последнее время использование  методов высокого 
спектрального  и временного разре шен ия,  применение в оптических э к с ­
периментах  мощных высокос табильных  пе ре ст раив ае мы х  лазеров  и л а ­
зеров,  генер иру ющи х сверхкороткие  световые импульсы, позволило по­
лучить  ряд  резул ьтатов ,  которые невозм ожно объясн ить  в р а м к а х  у р а в ­
нений Блоха ,  основанных на марков ск ой модели ф ор ми ров ани я  д е ф а з и ­
ровки квантовых систем, нах од ящи хся  в сильном лазер но м поле.

Неприменимость  блоховских уравнен ий  д ля  описания некоторых 
спектроскопических экспериментов  св я з а н а  п р е ж д е  всего с нарушением 
л е ж а щ е г о  в их основе марковского  при бл иж ен ия ,  соответствующего 
прен ебр ежи мой малости времени кор рел яци и тс д еф а з и р у ю щ и х  во зм у­
щений по сравнению с другими х а р а к т е р н ы м и  вр емена ми квантовой си­
стемы. Из  общ их  терм одина ми чес ких с ообр аж ени й ясно,  что учет немар-  
ковости процесса  д еф ази р о в к и  (т. е. учет конечного времени к о р р е л я ­
ции Tc р еальн ы х  д еф а з и р у ю щ и х  воз мущен ий или, что то ж е  — учет 
конечной ширины их спектра  у с =  т ^ 1) м о ж е т  быть существенным в двух  
случаях:  когда  состояние рел акс и р у ю щ ей  кванто вой  системы успевает  
измен яться  на  вре мен ах  ~ т с либо в процессе самой деф азировки,  или 
под действием внешних причин, нап ример,  элек тромагнит ног о  излучения.
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П е р в ы й  случай реализуется  при 
выполнении условия  тс ^ t T2, 
которое  м о ж е т  иметь место для  
сильных,  слабо  стохастических 
д е ф а з и р у ю щ и х  возмущений,  х а ­
р ак тер и зу ю щ и х ся  большим 
временем корреляции тс и в ы ­
сокой эффек тивностью возд ей­
ствия  на квантовую систему. 
Второй случай  связан с вы по л­
нением соотношения тс ^  tint, 
где tint —  ха ракт ерное  время 
изменения  квантовой системы 
под действием излучения,  опре­
д е л я ю щ е е с я  в резонансных 
условия х обобщенной частотой 
Р а б и  Q =  (е2 +  4 V2) 1/2 (е —

о IOrj-  р а сстр ой ка  резонанса , 2 V —

К классификации квантовы х систем по 
свойствам дефазмрующих возмущений и 

типам поведения при релаксации

обычн ая  частота  Р а б и ) :  i;,u =  
=  Q-1 . Очевидно,  что при вы ­
полнении условия  Q t c Ss I де-
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ф а з и р у ю щ и е  возмущения ок азы ваю тс я  про модулированными рабиевски- 
ми осци лляциями,  в результате  чего процесс деф ази ров ки  становится  
з а вис ящ им  от характерист ик  излучения . Особенно существенные и зм е­
нения  имеют место при 2 Утс ^  I, когда процесс деф азиро вк и начинает  
зависеть  от интенсивности излучения  (нелинейность д еф аз ир овк и) .  
В предельном случае Q t c I д еф ази рую щ ие  возмущения эффективно 
усредняют ся  до нуля и к в ан то ва я  система вообще перестает  чувствовать  
окружение .

Р а з л и ч н ы е  ситуации, во зн и каю щи е при учете конечного времени п а ­
мяти Tc деф ази р у ю щ и х  возмущений,  можно проилл юс три ровать  схемой 
(см. рисунок) .  Здесь  ф игурирую т следующие ха ракт ерн ы е  времена:  
I) время корреляц ии  тс; 2 ) время вза имодействия  с излучением Kni =  Q "1;
3) время спонтанной релакса ции T 1 =  А ~ х (А  — вероятность спонтанных 
переходов) ;  4) время деф ази ро вк и T2 =  (АГо +  Л / 2 ) —1, где К о — блохов- 
ска я  скорость «чистой» д еф ази ро вк и под действием окр ужения,  которую 
пр иближ енно можн о оценить к а к  интенсивность фурье-компоненты 
спектра  энергии д еф а з и р у ю щ и х  возмущений Ux на нулевой частоте:

интенсивности излучения  величину Ко,  имеющую смысл фурье -ко мпо ­
ненты кор реляционной функции < U XU°>  на  частоте Q.

В зависимости от соотношения этих  времен разли чн ые механизмы 
деф ази ровк и и системы можн о кл асси фиц ир овать  по свойствам д е ф а з и ­
рующих  возмущений и типам поведения  при релаксации.

П р е ж д е  всего можно выделить  области  сильно и слабо  стохастиче­
ских возмущений,  оп ре д еляе мы е  соотношениями KoTc <С I и Korc >  I 
соответственно.  Н а  рисунке  эти области  р азд ел ен ы  горизонтальной п р я ­
мой 2К оТ і =  2 T J r c. П р я м а я  I ( Q t c =  I) р а з д ел я е т  плоскость на участки,  
в которых излучение  существенно изменяет  состояние  системы за  в ре ­
мя Tc ( Q t c I) или полевое  воздействие  за  этот пр ом еж ут ок  времени 
незначительно ( Q t c <С I) .  Л и н и я  2 выдел яет  обла сть  пар аметров ,  где 
влияние  д еф ази ру ю щ их  возму щен ий Ux незначительно (2Kq <  Л ) .  Она  
проведена  д л я  K si =  Ко/ ( Q t c) 2, что пр и ближ енн о (при Q t c I) соответ­
ствует  ло ренцовскому спектру  д еф а з и р у ю щ и х  возмущений K q = Ко/(I +

Сое диняя  точки (I ;  I) и (27У тс; 0) прямой 3, получаем,  что плоскость 
изменения па раметров  условно р а з д ел яется  на 4 области:  ( I ) — область 
применимости уравнений Б л о х а  ( Q t c <С I, KoTc <С I) ,  ( I I ) — область  
«подавления» д еф а з и р у ю щ и х  возмущ ений ( Q t c >> I, 2КоП  ( Q t c) 2). 
Сущ ествование  такой области  впервые было пр едс казано  Редфи льд ом 
в 1953 г. [I]  при термодинами чес ко м рассмотрении ре лакс аци и спиновой 
системы в сильном радиочастотном поле. П оэ том у  ее мо жн о  назвать  
редфильдовской.  ( I l l ,  I V ) — области,  где наибол ее  существенны эффекты 
и зависимости,  связанные  с нема рко востью и нелинейностью процессов 
дефазир овки .  Они соответствуют сильно и слабо  стохастическим в озм у­
щениям.

По поведению при изменении интенсивности мо ж н о  выделить  три 
типа  систем: (I) а — тип (Ti  <  T2) — при увеличении поля  система пере­
ходит из блоховской обла сти  ср азу  в редфиль до вскую ;  (II)  |3 — тип 
(Ti  >  T2 >  Tc)— при возра стан ии  поля система проходит  последова­
тельно блоховскую, переходную и редф иль довскую  области;  ( II I )  у — 
тип ( К г - < т с) — д а ж е  в случа е  сл абых оптических полей ( Q t 0 <С I) си­
стема  не описывается блоховскими уравнениями.

Идеи,  схематически из лож енн ы е  выше,  у ж е  неоднократно вы с к а зы ­
вались  ранее.  Их  истоки в теоретической радиоспектроскопии,  где было 
пре дсказано явление  з а м е д л е н и я  ф азовой релакс аци и в сильном ради о ­
частотном поле [ I ] ,  а т а к ж е  построены ф о рм ал ьн о точные интегроди- 
ффе ренц иа льны е кинетические  уравнения  (КУ)  д л я  матр и цы  плотности 
спиновой подсистемы, учитыв аю щие,  в отличие  от уравнений Блоха ,  не-

аналогии с Ко мо жн о  ввести з а вис ящ ую  от
о
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марковость  и нелинейность процесса д еф ази ровк и [2 ] .  В 60-е годы в 
связи  с разр аб от ко й теории взаимодействия  мощного когерентного л а ­
зерного излучения  с веществом эти идеи проникли в оптику.  В частно­
сти, в ра бо тах  [3, 4] на основе обобщенных КУ  были рассмотрены т а ­
кие  спектрально-оптические  проявления  нелинейности процессов д е ф а з и ­
ровки, к ак  эф ф ек т  полевого сужения  линий поглощения мощного из л у ­
чения,  а т а к ж е  слабой пробной волны в присутствии сильного изл уче­
ния. В 70-е годы наибол ее  активно исследовались  ра зл ич ны е  аспекты 
модифи каци и л а з е р н ы м  излучением ст олкновительного  уширения,  с в я ­
занного  с д еф а з и р у ю щ и м и  столкновениями [ 5 ] . Од на ко  вследствие  м а ­
лости времен корреляции,  име ющи х в данн ом  случае  смысл средней 
длительности столкновения  (тс ~  10~12 с) ,  условия  проявления,  н а п р и ­
мер нелинейности процесса  столкновительной д еф ази ров ки ,  были д о с т а ­
точно экзотическими и ре а л и з о в ы в а л и с ь  ли ш ь  при интенсивностях  п о­
р я д к а  сотен М В т / с м 2. Отметим,  что в соответствии с предложе нн ой к л а с ­
сификацией рисунка  д еф а з и р у ю щ и е  столкновения  в р а з р е ж е н н ы х  газах  
соответствуют случаю сильно стохастических д еф а з и р у ю щ и х  в о зм у щ е ­
ний, а поведение  систем при увеличении поля  мо ж н о  отнести к а-типу.

Существенным в к л а д о м  в изучение нем арковости и нелинейности пр о­
цессов д еф ази ровк и стал  эксперимент  Д е -В о я  и Б р ю э р а  [6J, в котором 
было об на руже но  существенное  отклонение  полевой зависимости скоро­
сти з а туха ни я  сигн ала  свободной пол яри за ц ии  в низкотемпературном 
к р и с та л л е  P r 3+ : L a F 3 от блоховских пре дсказаний.  Д е ф а з и р о в к а  опти­
ческого перехода  иона  P r 3+ в этом кр и ста лле  происходит  вследствие  сто­
хастической модул яци и его частоты из-за па рн ых  переворотов спинов 
ядер фтора,  св яза нн ых  с яде рн ы м спином P r 3+ дипол ь-дипольным в з а и ­
модействием.  Эксперимент  [6] пос луж и л  пробным ка мн ем  д ля  многочис­
ленны х теоретических работ ,  в котор ых  при мен яли сь  ра злич ны е модели 
стохастических флу к ту ац и й  частоты перехода  P r 3+ (модели гаусс-мар-  
ковского,  телеграфного ,  обобщенного  телег рафно го  процессов).  И с п о л ь ­
зо вани е  известных статистических свойств этих  процессов позволило 
построить  обобщенные К У  д ля  м атр и ц ы  плотности примесного иона и 
аналитически рассчитат ь  сигнал р а с п а д а  свободной поляризации.  П о д ­
гонкой значения  времени ко рр еляци и т с уд алось  в основном правильно 
объяснить  эк сп ер им ен тальн ые  д ан н ы е  [6] в р а м к а х  разли чн ых  моделей.  
Н ай д ен н ы е  значения  т с позволили отнести P r 3+ : L a F 3 к системам (3-ти- 
па  [7].

Нелинейность  процессов д еф ази р о в к и  изу ч алась  т а к ж е  в серии экспе­
риментов [9— 1 1 ] на  р а з р е ж е н н ы х  о б р аз ц а х  рубина ,  помещенных в по­
стоянное магнитное  поле  при ни зках  тепературах .  Существенные откло ­
нения  от блоховских пре д ска за ни й были заре гис три рованы  в опытах  по 
изучению мощностного уш ире ния  провалов ,  в ы ж и га е м ы х  нестационарно 
(за  времена  T T 1) в нео днородно-уширенном оптическом переходе 
L42( — 1 / 2 ) — £ ( — 1/2) ионов C r3+ в рубине  [9], а т а к ж е  при исследовании 
эф фек тов  насыщ ения при ра с п а д е  нестаци он арно во зб уж д аем ой  свобод­
ной по ляриза ци и д л я  того ж е  перехода  в рубине  [11]. Ана ли з  последнего 
эксперимента  на  основе теле граф но й и гаусс-марко вской  моделей ф л у к ­
туации частоты оптического  перех од а  C r3+ п о к а з а л  [I I], что сколь-нибудь 
удовлетворите льное  описание  эксп ерим ент альн ых  д ан н ы х  удается  полу­
чить при Tc — T2. Этот  вывод,  однако,  противоречил экспериментальным 
ре з у л ь т ат а м  по з атух ан и ю  си гна ла  ротационного  эха  в рубине  [ 10 ], со­
гласно которым н а б л ю д а ем о е  з а т у х а н и е  было экспо ненциальным в ш и ­
роком диа па зо не  интенсивностей излучения,  что соответствовало  п ред ­
ск а за н и я м  оптических уравне ний Бл ох а ,  тогда  к а к  при тс ^  T2 о ж и д а ­
ла с ь  существенна я  неэ кс пон енциальность  з а т у х а н и я  эхо-сигнала.  Таким 
образом,  к на стоящ ем у  времени уд овлет ворит ельн ое  объяснение  с единой 
точки зрения  им ею щи хся  э к сп ер и м ен тал ьн ы х  д а н н ы х  по выж иганию 
провалов ,  распа ду  свободной п о ляриз ац ии  и за т у х а н и ю  ротационного 
эх а  в рубине  отсутствует.  П о п ы т к а  такого  а н а л и з а  ук аза н ны х экспери­
ментов [10— 11] и д ел а е т с я  в н астоящем  сообщении.  Исходной идеей
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является  пре дположение  о при надлежности C r3+ : Al2O 3 к системам 
у-типа,  под держиваемое ,  во-первых,  полученным в [ 1 1 ] пр ед варит ельны м 
условием т, — Т-> и, во-вторых, тем фа ктом,  что в отличие от иона P r 3+ 
в системе р-типа P r 3+ : L a F 3, имеющего только  ядерный спиновый м о ­
мент, у иона C r3+ отличен от нуля спин электронной оболочки,  б л а г о д а р я  
чему он существенно сильнее взаимодействует  с окружением.  Д л я  о п и ­
сания  всех трех экспериментов используются  полученные ранее  [7] н е а в ­
тономные обобщенные КУ стохастической теории релаксации.  В качестве  
модели стохастических флу к туац ий  частоты резонансного оптического 
перехода  иона C r3+ выбран телеграф ны й процесс (ТП ) .  Выбор такой 
простейшей модели обусловлен тем, что д л я  нее построенные КУ я в л я ­
ются  точными при произвольном соотношении па рам етров  случайного 
процесса (времени корреляции т с и дисперсии о) ,  а т а к ж е  при пр о и з­
вольных интенсивности излучения  и расстройке резонанса.  Поэт ому 
именно она позволяет  исследовать  эф фек ты  нелинейности процессов де- 
фа зи ровки  д л я  у-систем.

Перейдем  к сравнительном у а на лиз у  нестационарных когерентных 
оптических явлений.  Исходным пунктом ана лиз а  являю тся  стохастиче­
ские уравнения  Ли уви лля ,  описыва ющи е взаимодействие с мощным  и з ­
лучением квантовой системы, частота  резонансного перехода  (2 ->- I) к о ­

торой флу кт уир ует  под действием окруж ения:  o)2i ( / )  =  ш2 +  щ, где E t — 
телегра фный процесс,  х ара кт ериз ую щ и йс я  частотой скачков v (тс =  v._1)

и дисперсией а. После  их усреднения по р еализ аци ям  процесса Et для  
м атриц ы плотности ац  квантовой системы получаем [7]:

а 22 =  —  стп =  IVcr2 1 —- iV  g \ 2, ( la )

G2 I =  (G i2) 'і- = : —  ZeG2 I —  iV  (022 —  Oi l )  —
t t

—■ \ dx  у*~т о 2 I — f (FrfFwc о] 2 , (16)
о о

где
УI—. =  а 2 e-v«--> [2s2 +  4 e~iQ{t~ ' } +  с і  ^>]/4, (2а)

рс-- — O2 е V {t ~) s2 Jcos Q --- I ] / 2  (26)

HS =  2V/Q,  с =  e/Q,  с+ =  I ±  с. B уравне ниях  ( I )  не учитываютс я  спон­
танные  переходы 2 - > 1 , поскольку  все ана лиз и ру емые эксперименты 
[9— 1 1 ] выпо лня лис ь  в нес тацио на рны х условиях t <С T 1.

Неста циона рн ое  решение  уравнений ( I)  имеет вид:

Oy =  ^  lim (Р — Pa) 0G 1 (3)
a P^Pa

гГ ГРІи в ы р а ж а е т с я  через л ап л асо в ск и е  о о р а з ы  о г/ элементов матр и цы  пл от­
ности и корни характе ристического  уравнен ия  системы ( I ) ,  которое  в 
данном  случае сводится к

X3 +  2 ( й 3 +  о2) х 2 +  [ (Q 2 +  о2) 2 +  Q2Y2 -  4е2о2]х +  4 V2v2O2 =  0, (4)
где х  =  р ( р  +  v) .  Ш ест ь  корней ра р а сп адаю тся  на па ры  р х± =  — v/2 ±  
± У Xtt +  (v/2) 2 (к  =  О, I, 2 ) .  Д в а  дей ствительных кор ня  р 0+ и Po- =  
=  — V — Po+ отриц ательны  и ограничены по величине  0 ^ | p o ± | ^ v ,  а 
остальные попарно комплексно с о п р яж ен ы  pi+ =  (p2+)*,  p i -  =  (p2- ) *  =  
=  — v — pi+. В большинстве  ра с с м ат р и в а е м ы х  случаев хорошим пр и ­
ближением д л я  корня  Xo уравне ни я  (4) является  соотношение  Xo — 
~  — 4V2v2o 2/ [ ( Q 2 +  о 2) 2 +  Q2V2 — 4е2о2], справед лив ое  при X0 <С Q2 +  о2 
или Xo C  Y2 Веса  вкладов ,  св яза нн ых  с различ ным и корнями ра, о т ли ­
чаются  д л я  р азн ы х  не ста циона рны х оптических явлений.  К а к  п о к а з ы ­
вают расчеты,  вклад ,  обусловл енн ый корнем ро+, явля ется  о п р е д е л яю ­
щим при описании в ы ж и га н и я  пров алов  и ра с п а д а  свободной п о л я р и з а ­
ции, в то время к а к  корни р 1+ и р2+ оп ред еляю т сигнал  враща тельног о  
эха.
п* 19
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У Д К  517.926

А. П. Х А П А Л Ю К

О Б О Б Щ Е Н Н Ы Е  Р Е Ш Е Н И Я  У Р А В Н Е Н И Й  Э Й Л Е Р А

Классические  решения линейного диффе ренц иа льн ого  уравнения  
Эй лера  п-то п орядка  (аи — постоянные числа)

2 ¾ * * - J T  ф (*) =  0а х я

х о р о ш о  изв е ст н ы.  И х  о бы чн о  и щ у т  в ви де  ф і ( х )  =  X1 [ I ,  2] (или  | х | -̂ [3]) .
П о с л е  п о д с т а н о в к и  Cpi (х)  в ( I )  и с о к р а щ е н и я  на о б щ и й  м н о ж и т е л ь  X х
п о л у ч а е т с я  а л г е б р а и ч е с к о е  у р а в н е н и е  п -го п о р я д к а  о тн о с и т е л ь н о  Я ( х а ­
р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е ) :

П

П (I — aj) = 0, (2)
/= I

простые корни которого а,- (характ ерист ическ ие  числа)  опре де ляю т на 
всей оси х п линейно нез ависимых частных решений вида:

Фі7 (А') =  х  (3)
Считается  [ I — 3], что это ф у н д ам е н та л ь н а я  система и любое  другое  р е ­
шение д о л ж н о  быть линейной комбин ацией решений (3) .  Од нако о к а з ы ­
вается,  что это утве р ж д е н и е  неверно.  С по мощью подстановки Ip2 (A) =  
=  Xх s g n  х,  к отор ая  приводит  к тому ж е  ура вне нию (2 ), можн о получить 
еще п  других решений

Ф2;- ( х )  =  X aJ sgn  х. (4)

В ре зул ьтате  получается ,  что ур авнен ие  n -го по р я д к а  ( I )  имеет  2п  л и ­
нейно не за ви си мы х  решений.

Поя влен ие  дополнит ельны х решений можн о пояснить следующим 
образ ом.  Соответс твующ ее  нецелому характ ерист ическ ом у числу а 
классическое  реше ние  х® является  многозначной функцией с точкой вет­
вления х =  О и поэ тому недоопределено.  П ри лю бом варианте  выбора
ветвей,  число котор ых  м о ж е т  быть велико,  эта  ф ун кция будет решением.  
Однако д л я  любого  а  среди всех вари ант ов  вы б о р а  ветвей только две  
функции линейно независимы,  остальн ые  я в л яю т ся  их линейными к о м ­
бинациями.  Эти дв е  баз исные функции и будут  д в у м я  решениями у р а в ­
нения Эйлера ,  соответствующими одному и том у ж е  ха ра кте ри стич е­
скому числу.  Они не опр еделяю тс я  однозначно,  и базис можно выбр ать  
по-разному.  Один из них построим следующи м образом.  На  по л о ж и т ел ь ­
ной части оси х возь мем арифмети чес кое  значение  функции х “ . При пе-
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