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Э Л Е К Г Р О Р Е О Л О Г И Ч Е С К И Й  ЭФФЕКТ В ОТО

Электрореологический эф ф ек т  (ЭРЭ)  про является  в изменении в я з ­
кости некоторых жи дкостей под действием внешнего электрического  по­
ля.  Поско льк у  гравитационное  поле т а к ж е  приводит к изменению 
свойств жидкостей,  пре дс тавляет  интерес исследование совместного 
влияния  гравитационного и электромагнитного  полей на вязкие  свойства 
жидкостей.  Естественно,  что такое  рассмотрение  до лж н о  проводиться в 
р а м к а х  обще релятивистской теории гравитации.  В данной работ е  к а н а ­
лиз у  Э Р Э  пр ивлекается  р а з в и т а я  автор ами в [I,  2] теория  эволюции 
м ате р и а ль н ы х  параметров .  Н ай д ен ы  первые поправочные члены,  о б я ­
за нные  д в иж ени ю  среды во внешнем гравитационном поле. Полученные 
р езу льтаты  применяются  к системе,  дв и ж у щ е й с я  по круговой орбите  в 
поле Ш в ар ц ш и л ь да .

I. Общерелятивистский подход к ЭРЭ.
Ра ссмот ри м жидкость ,  д в и ж у щ у ю с я  в 4-мерном псевдоримановом 

многообразии V4 сигнатуры + 2  с метрическим тензором g„b (индексы 
а, Ь, с, . . . , h  про бегают знач ени я  от 0 до 3, индексы i, к, . . . —■ от  I до 3 ) . 
С п л о ш н а я  среда  выдел яет  сопутствующую систему отсчета,  с помощью 
которой могут  быть ка к  введен ы собственные хара кте рис тики среды, так  
и проведено пространственно-временное  расще пле ние  всех исследуемых 
тензоров.  Последнее  осущес твляетс я  [3] с помощью 4-скорости среды 
Ua (U a Ua =  - I )  и о пе ратор а  Pb =  дь +  UaUi,, проектирующего в соб­
ственное пространство  среды. Величины,  спр оектированные с по­
мощью Pt ,  отмечаем сим волом например,  (sa) x =  Pb sh. Среди
кинематических хар а к т е р и с т и к  среды отметим 4-ускорение a b =  D u b, 
где D =  UbV b  — оператор  абсолютной производной по собственному 
времени,  a V i , — оператор  ков ар и ан тн ой  производной,  а т а к ж е  еаъ =  
=  (VbUa) i — релятивистский пространственный гради ент  скорости.  
И з  еаъ могут  быть получены тензор скорости д еф ормаци и d ab =  е^ь) и 
тензор угловой скорости соаь =  б[аь] (пр остранственно-спроектирован­
ные) .

Исходн ым соотношением об ще релятивис тск ой теории сплошных сред 
сл у ж и т  неравенство  К л а у з и у с а  — Д ю г е м а  (напр. ,  [3, 4]):

где р — собственная  плотность массы;  1F — термодина мический потен­
циал  —  с вободная  энергия  единицы массы; т] — энтропия единицы соб­
ственной массы; 0  — собственная  темп ерату ра;  ^ ba — тензор упругих 
на п ря ж ени й ;  i,fhn — тензор вя зк и х  на п ряж ени й;  Р", М"  — 4-векторы по-

— р ( D V  +  TiD0) +  E t b a  eab — P a D E a —  M a D B a - Q - l Qa Qa -|-

(1)
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Л я р и з а ц и и  и н а м а г н и ч е н и я ;  E a и B a —  с и л о в ы е  в е к т о р ы  э л е к т р и ч е с к о г о  
и м а г н и т н о г о  полей ;  g a — пл от но с ть  то к а  п р о в о д и м о с т и ;  Q a —  вектор

плотности потока  тепла  и 0 а — релятивистский градиент  температуры.  
Все величины в ( I)  подвергнуты 3 +  1-расщсплению.

Эф ф ект ы ,  связанн ые с вязкостью жидкости,  с о д е р ж а тс я  в слагаемом 
Dtbaeab, причем в прен ебрежении кван товыми э ф ф ек т ам и  [5] тензор в я з ­
ких н а п р я ж е н и й  симметричен,  т. е. Dt ba = Dtab. Сл едовательно,  в ( I )  вхо ­
ди т  d ab вместо еаЬ. Вязкий тензор нап ря ж ени й (термодинамический по­
ток)  м о ж е т  быть в ы р а ж е н  через тензор скорости деф ормаци и ( термоди­
нам ическую силу) посредством соотношения

D f b a  =  d bae-def, d bac'f =  d"b(’f =  d bufe ( 2 )

с помощью ма те ри аль н ог о  п а р а м е т р а - — пространственного  тензора  d h"ct, 
специфического д л я  к а ж д о й  жи дк ос ти  и учитыва юще го  ее вязкость.  
За ви си мост ь  d baef  от электрического  поля и приводит  к электрореологи-  
ческому эффекту .

В отсутствие  гравитационного  поля тензор d bapf д ля  жи дк ос тей  може т  
быть построен только  из ска ляро в  и единичного пространственного тен ­
з о р а  P ab, а именно,  в виде  [6]:

d bap! =  kiPd>\e\Pa)l - f  Iz2P baP e!. (3)

П о д ст а н о в к а  (3) в (2) пок азывает ,  что второе  сл ага ем ое  в (3) учиты ­
вает  д еф о р м а ц и ю  всестороннего  сжа тия ,  т. е. k 2 соответствует второй
вязкости,  ко тор ая  в д ал ьн ей ш ем  р а ссм ат р и ватьс я  не будет. В свою оче­
редь,  ск а л я р н ы й  ко эф фиц иент  вязкости Iii д л я  электрореологических 
жи дк осте й д о л ж е н  зав исеть  от нап ряж енности  электрического  поля Ea. 
Из  со о бр аж ен и й  тензорной размернос ти  и изотропии ж и дко сти  в отсут­
ствие  гравитацион ног о  поля  очевидно,  что ki  м о ж е т  быть функцией т о ль ­
ко от ска ля ров ,  об р аз о в ан н ы х  из E a и  P b- Если внешнее  электрическое  
поле  слабое ,  то гла вны м являе тся  с ка ляр  E 2 =  P abE aE b, т. е. k\ — 
=  ki (P abE aEb).  Р а з л а г а я  ki  в ря д  по E 2 и ограничиваясь  первым сущест­
венным членом,  находим:

ki  =  CL0 +  CIi P cdE cE d , (4)
с к алярны е  ко эф фиц иенты  а 0, Cti з ави сят  от плотности и температуры.

В соответствии с [I], при дв иж ени и среды в гравитационном поле ее 
м ате р и а ль н ы е  п а р а м е т р ы  из меняю тся  опр еделенным образом,  описы­
ваемым так  на з ы в а е м ы м  за кон ом  эволюции ( З Э ) .  В дал ьн ейш ем  З Э  для  
мат ери аль н ого  п а р а м е т р а  d bae-f постулируется  в виде:

[Ldbae-0 ± =  0, (5)
R

г д е / ,  — д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы й  о п е р а т о р  с п е ц и а л ь н о г о  в и д а  [2]:

[L At) I =  (DAt) I  -  A t  + со? At. -  dac At. + 4  At, (6)
R  R R

a dcb обоз начает  реляти вистскую часть  тензо ра  дефо рма ции.  За к о н  эво-
R

люции (5 ) поз воляет  учесть прямое  влияние  релятивистской деф орм аци и 
среды и гравитацион ног о  поля  на вязки е  свойства  жидкости.  Р е ш а я  при 
зад анном  дв иж ени и среды уравне ние  (5) ,  мо ж н о  получить значения  d baPf 
в любой точке среды в любой момент  времени,  если они известны на не­
которой на ч аль ной  пространственно-подобной гиперповерхности Н.  Д л я  
определенности по лож им ,  что H  яв л яе т с я  пространственной гиперплос­
костью вне гравита ционного  поля.

В соответствии с [2], тензор d bae-f д о л ж е н  быть построен только из 
ска ляров  и вспомогательного  тензор а  Cab =  Cba, о б лад аю щ его  сл еду ю­
щими свойствами:

( L C ab) 1  =  0 , Cab \н =  P ab- (7 )
R

4



Ре ш ен ие  З Э  (5) сводится тогда просто к за мене  P ab на Cah в соотно­
шениях д л я  мате ри аль н ы х па рам етров  жидкости,  нах одящейся  вне г р а ­
витационного  поля.  Сопоставление  (3) ,  (4) и (7) дает  д ля  искомого м а ­
териального  п а р а м е т р а  следующее выраже ние:

Clbacd =  [а,  +  а3 Cef E eE f ] С<йIс ' Са> d, ( 8 )
Po

а зн аче ния  постоянных р0, а 2 и а 3 за д ан ы  на Н.  Коэффициент

- £ - a 3 C ' f E e E f  (9)

о пр еделяет  искомый ЭРЭ.  Д л я  оценки влияния  гравитационного поля  на 
Э Р Э  необходимо вычислить ра зни цу ме ж д у  (9) и соответствующим в ы ­
р а ж е н и е м  вне гравитационного  поля,  т. е. Ct3P eZEeE i .

В ы р а ж е н и е  (9) включает  две  части:
1) изотропное  изменение  Э Р Э  вследствие  отличия р от р0,
2) анизотропное  изменение  Э Р Э  вследствие  отличия Cab от P ab.
Д л я  того чтобы и зб еж ать  координатных эффектов,  сопоставление

обоих в ы раж ени й дол ж но  проводиться в некоторой по дходящей  систе­
ме тетрад .

2. П ре два ри тел ьны е соотношения для  поля Ш ва рц ши льд а .
П рим ени м полученные резул ьтаты  к жидкости,  которая  покоится в 

системе отсчета  (напр.,  на спутнике) ,  вр а щ а ю щ е й с я  в поле Ш в а р ц ­
ш ил ьд а  по круговой орбите.  П р едп о л ага я ,  что спутник движ ется  по 
геодезической,  найдем тетр ад ные  компоненты тензора Cab и собственную 
плотность массы р.

Поле  Ш в ар ц ш и л ь д а  з адае тся  линейным элементом
ds2 =  — ( I — 2M/R)'d t*  +  d R 2/{  I — 2 М R)}+ R 2 (с/02 +  sin20  Ap2), (10)

где M  — масса  тяготеющего центра.  Перейдем  к в р а щ а ю щ е й с я  ко о р д и ­
натной системе с помощью пр еоб ра зо вани я  ф =  соt +  х, где со обозначает  
угловую скорость.  Тогда (10) примет  вид:

ds2 =  [— ( I — 2M / R )  +  R-Zо2 sin2 0 ]  dt2 +  d R 2/ (  I — 2 M / R )  +
+  R 2 (с/02 +  sin2 0  с/х2) +  2 Р 2со sin2 Qdtdx.  (11)

4-скорость среды,  покоящейся  в системе (11),  имеет компоненты
Ua =  (— [ ( I — 2M / R )  —  R 2CO2 s in20 ] >/2; 0; 0; 2 P 2cosin2 0  [ I — 2 M / R  —

— R 2 со2 sin2 ©I 1̂ 2).

Отличны от нуля следующие компоненты проектирующего оператора Р£:

P 11 =  (I  - 2 M / R ) ~ \  P 22 =  P 21 P 03 =  - 2 Р 2 cosin20,

Ряз  =  I —"  t o # s i n *  0  +  * 2 Sin2 0 - ( 12 )

Чт обы  найти тензор Cah, «выключим» [7] гравитацион ное  поле, устрем­
л я я  Ni к нулю, т. е. Cat, =  I imPab- Ра зл ич ие  м еж д у  Cah и P ah обязано

м->-о
только  релятивистской д еф ор маци и,  а тензор Cah д о л ж е н  быть решением 
уравнен ия  (5) с на ч аль ны м условием (7) (см. [2]).  Тогда

/ . ,  , г , 5  / I с  г , : ,  ,  р  /—. г-,0  • р  г ,  I j З Р 2 CO2 Sln4 0C 11  =  I , C22 =  R - , C03 =  2р-со sin- 0 ,  C33 =  P -Sin 0  —j _^ 2W2 Sjn2 q  ■

Д л я  вычисления тетр адных  компонент  тензора Cah введем на тура льны е
тетрад ы L aih). П о л а г а я  Р “о) =  иа, получим после выкладок:

L a0 ) =  {0, ( I — 2 Л 4 / Р ) 1/2, О, О,), L i 2, =  (0, 0, I / Р ,  0),

L (3)
-2 м

I —  2 A l / R  +  З Р 2м2 s in 20  

I — 2 /И /Р  —  P-CO2S in2 0  
P 2 s in 2 0  [ I —  2 M / R  - f  3P 2 со2 s in 2 0 ]

4 Р 4 м 2 s in 4 0  п ,  . ,  „
f  P -Sin- 02 /И /Р  —  P 2 со2 s in 2 0  

4 Р 4со2 s in 4 0

1/2 ^
, о Л

I —  2Л 4 /Р  - P 2M2 s in 2 0 P 2 Sin2 0
1/2
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Тогда  тетр адные  компоненты Cab суть:

C(i)d) =  I — 2714/7?, С(2)(2) =  I,
P  •_  ( I — 2 M / R — 7?3ш3 sin2 0 ) ( 1 + 3 ( 0 =  T?3 sin2 0 )  /1jtN
'-(3)(3) -  (I _  2M /R  -f- 3R-  CO3Sin3 0 )  (I — со2 R 2 sin3 0 )~ '  ( 1 4 '

Ис по льз уя  сферическую сим метрию поля Ш в а р ц ш и л ь д а ,  положим 
0  =  я/2.  Тогда  (14) упр ощ ается  до

г    (I — 2М/ R  — R 2CO2) (I 4- 37?2ы2) -
'-(3)(3) ( I — 2М/ R  37?3со2) ( I —■ /?2со2) '

Поск о л ь к у  изу ч аемая  система д в и ж е т с я  по круговой орбите,  то су­
ществует  соотношение,  с в язы ваю щ ее  ее угловую скорость со с радиусом 
орбиты  R.  Это соотношение  м ож ет  быть найдено из уравне ния  геодези­
ческой а ъ =  D u h =  0.

Вы чис ляя  скобки К р и сто ф ф ел я  и находя абсолютную производную 
от 4-скорости,  получаем д л я  4-ускорения

-I ь  _ _ n (I — 2M/R)  (27?м2 sin 0  — 2 M / R 2) ш2 sin 2 0
I - 2 M / R  —  7?3ш2 sin3 0  ’ I — 2 M / R  — R2a~ sin3 0  ’

П о д с т а в л я я  снова 0  =  я /2 и п ри равн и вая  а ь к нулю, приходим к соотно­
шению 27?со2 — 2 M / R 2 =  0, откуда

со 7? =(714//?)1-/2. (16)
П о д с т а в л я я  (16) в (15) ,  находим

Q  з,(3) =  [I — (ЗМ/ /?) 2]/[ I — (М/7?)2]. (17)
Испо льзуя  [4], для  собственной плотности массы находим

[ d e t C ^ )  ] ~ ‘/ 2=  I + 2 М / 7 ?  +  0(2М/7?),  (18)
Ij O

где 0(2714/7?) об озна чае т  члены более высокого п орядка  по 2714/7?, чем л и ­
нейный.

3. Обсуждение примеров.
Вернем ся  к соотношению (9),  которое  в тетрадных компонентах 

имеет  вид:

- f  O8C M M E w E w . (19)
Po

Изотропный эффект. И з  (18) непосредственно видно, что изот роп­
ный в к л а д  имеет  п орядо к 2M /R .  Сл едо вательно,  гравитацион ное  поле 
усили вает  Э РЭ .

Анизотропный эффект. При рассмотрени и анизотропного  вкл ад а ,  в ы ­
званного  отличием C 1-iCt) от T3(iXft), п р ед ста в л я ю т  интерес 3 возможных 
ориентации электрического  поля:

а) ра д и а л ь н о е  н а п ра влени е  (к центру  поля  Ш в а р ц ш и л ь д а ) .  П о с к о л ь ­
ку C(1Xj) =  I — 2M/R,  то Э Р Э  ослабля етс я .  И зот ропный и анизотропный 
э ф ф ек ты  ком пенсируют  друг  д р у га  в первом п орядке  по 2M/R.

б) нап рав лени е  дв иж ени я .  Ф о р м у л а  (17) показыв ает ,  что C(3Xs) дает  
э ф ф ек т  только  2-го пор яд ка .  Следов ательно ,  остается  изотропный вклад.

в) поперечное направ лени е .  Если электрическое  поле пер пе н ди ку ляр­
но к а к  радиусу ,  т ак  и н ап ра вл ен и ю  д в иж ени я ,  то никакого анизотроп­
ного в к л а д а  не появл яется  д а ж е  в более  высоких порядках .

Таки м  образом,  Э Р Э  увеличиваетс я  в первом порядке  относительно 
главного члена,  если эле ктри ческое  поле  пер пен дикулярно к р а д и а л ь н о ­
му направлени ю.

Оценим поряд ок поправочного чле на  2 M / R  д л я  разл ичных  небес­
ных тел.

П ри м ер  I. Искусственный спутник З ем ли.  О б ы чн а я  орбита  спутника  
л е ж и т  примерно на высоте  300 км от поверхности Земли.  Тогда  7? =  
=  6,7 • IO3 км от поверхности З е м л и  и поскольку  д ля  Зе мли [8] 2Л4з — 
=  0,8876 см, то 2714/7? =  1,32 - IO-9. Столь  м а л а я  величина  не позволяет  
о б н а р у ж и т ь  его современными средствами.
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П рим ер 2. Пусть  космический кор аб ль  д ви ж ется  по круговой орбите  
вокруг  С олнц а  в пред елах  орбиты Меркурия .  Тогда  R  =  57,9 • IO6 км, 
2M c =  2,9533 • IO5 см, 2 M /R  =  5,1 • I О” 3. Тако й эф фект  все еще д о с т а ­
точно мал ,  чтобы повлиять,  например,  на работу  технических ко н стр ук­
ций, но у ж е  м ож ет  быть измерен с помощью высокочувствительной а п п а ­
ратуры.

Отметим в заключение,  что полученные выводы являю тся  следствием 
вы бранного  закон а  эволюции (5) для  матер иального  па р а м е т р а  Cib a c -1 

(т. е. выбран ной  модели среды) н могут не иметь места  для  другого 
з а к о н а  эволюции,  например,  д л я  ЗЭ  вида  ( D d bacl) 1  =  0.
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ТЕРМОУПРУГАЯ ГЕ НЕ РА ЦИ Я П Р О Д О Л Ь Н Ы Х  
АКУСТИЧЕСКИХ К О Л Е Б А Н И Й  ПРИ Т О Р М О Ж Е Н И И  
Б Ы С Т Р Ы Х  З А Р Я Ж Е Н Н Ы Х  ЧАСТИЦ В К РИ СТ АЛЛ АХ

В нас тоящее  время в литературе ,  посвященной вопросам ионно-луче­
вой обработки мате ри алов  широко об суж дае тс я  проблема «дальн оде й­
ствия».  Суть ее зак лю ча ется  в регистрации изменений дефе ктн о-пр име с­
ной системы кр и ста лла  на расстояниях,  в сотни и тысячи раз  п р е в ы ш а ­
ющих средний проективный пробег  внедренных ионов. В качестве  одной 
из причин м ож ет  р а ссм ат р и ватьс я  генерация  акустических волн з а р я ­
ж ен ны ми частицами.  Следу ет  заметить ,  что в наст оящее  время отсутст­
вует пос ледовательная  теоретическая  модель возникновения акустиче­
ских волн, у ч ит ыв аю щая  поперечные ра зм е р ы  трека  и особенности тер- 
мал и за ц и и  выдел яемой в кр и ста л л е  энергии.

В работе [I] рассмотрено возбуждени е  акустических колебаний пуч­
ка ми з а р я ж е н н ы х  частиц ма лой плотности и проведен расчет  акустиче­
ского сиг нала  от перегретой об ласти  вблизи трека  з а р я ж е н н о й  частицы 
в предположении,  что трек  пре дс та вл яет  собой бесконечно тонкую нить, 
вдоль  которой происходит  непрерывное выделение  энергии с постоянной 
интенсивностью.  Т а к а я  модель  применима д ля  сф оку сированных ионных 
пучков или д а ж е  д ля  отдел ьны х частиц при условии,  что скорость пере­
дач и энергии,  выделенной в треке  в приграничную область,  постоянна.  
Естественно,  пр ед ста вляет  интерес  выйти за  ра мки  этих прибл ижений и 
учесть как  поперечный ра зм е р  трека ,  т а к  и временную зависимость  м о щ ­
ности энерговыделения.

Р ассм отри м пр охо жде ние  за р я ж е н н о й  частицы через тонкую пл асти­
ну вещества  толщиной h  ^  Iip, где Iip —  р а д и а ц и о н н а я  дл и на  вещества  
мишени.  В этом случае  трек  мо жн о  представить  в виде  цилиндра ,  р а д и у ­
сом R 0, в котором происходит  выделение  энергии с мощностью S ( t ) h ,  
где  S ( t ) — мощность,  п р и х о дя щ а яс я  на единицу длины.  Будем т а к ж е  
считать,  что величина  S экспонен циально  зависи т  от времени t и прове­
дем расчет  акустического сигн ала  от перегретой об ласти  д ля  коротких 
п ро меж утко в  времени,  сл еду ю щи х за моментом пр охо ж дения  частицы. 
В этих  условиях
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