
А Л Ь  O T M A H  А Х М А Д  ( И О Р Д А Н И Я )

АФФИНОРНАЯ МОДЕЛЬ ПЛОСКОСТИ ЛОБАЧЕВСКОГО  
И ТЕОРИЯ СЕТЕЙ

1. Рассмотрим пару (G 1O ) 1 где Gi= G L  (2, R), а Ф — классический 
автоморфизм группы Ли Gi, определенный равенством Ф (а )  =  (а-1)'. 
Тогда определится область симметрии (см. [I])

5  (ф ) =  {х е  G1 1 л; Ф (х) =  e) =  {х е  G1 1 х'  =  х} =  Ix =  ( Х° ^2 Xl
I I  X1 X0-^-X2 

в которой группа Ли G1 действует по общему правилу

х -> T a (х) =  ахФ (a ~ l ) =  а ха ' , a E G 1.

Относительно действия группы Ли G1 область симметрии разбивается 
на системы импримитивности, которые определяются уравнениями вто­
рого порядка

2 2 2 X0 — Xi — X2 =  с.

Ограничивая действие группы G1 до действия подгруппы G = S L  (2, R), 
получим разбиение S (® ) на G-орбиты, каж дая  из которых изоморфна 
одной из орбит:

A2 =  {х =  Ga' | а GE G} =  jx  =  I * 0 }
I. V Xl Xq “Р X2 /

И Л И

Уі ) уЪ - у\ - у1 =  ~ і}.
I V УI У о +  У 21 I

где, как известно, Аг есть плоскость Лобачевского.
Д ля того чтобы определить геометрический смысл элементов у  е  J 2,

используем, согласно общему правилу, инвариант J  =  sp ( у~1х) и мор­

физм о, т. е. отображение о: J 2-+ P ( A2): y - + M y=\ xEEA2[ ^s p ( y~xx^=0  

Так как легко подсчитать

J = - \ r s p ( y - ' x )  =  XQyQ —  x 1y 1 —  x 2y 2, (I)

то J = O  — уравнение прямой плоскости Лобачевского. Отсюда следует, 
что J2 является G-пространством прямых плоскости Лобачевского J2.

Теорема. Инвариант | / ( х ,  у)  | равен: I) ch[d(x, у)],  если х, у ^  A2, 
а d(x,  у ) — расстояние между точками х и у, 2 ) cos(x, у) ,  если пересе­
кающиеся прямые и 3) определяет расстояние между точкой J t e A i  
и прямой у  е  J2. ■.

Д о к а з а т е л ь с т в о :  I) Следует из равенства ( I ) ,  которое совпа­
дает с известной формулой для  ch[d(x,  г/)] на плоскости Лобачевского, 
2 ) рассматривая прямые с точностью до неевклидовых движений,'при 
которых угол между прямыми не изменяется, рассмотрим тот случай, 
когда прямые пересекаются в точке (О, X1, х 2) . В этом случае неевкли­
дов и евклидовы углы совпадают, и по формуле ( I )  получаем:

-І -  Sp (г/- 1 , х) =  cos a  cos р - f  sin a  sin P =  cos tp,

где ф — угол между прямыми. Теорема доказана.
2. Аффинорная модель плоскости Лобачевского. Исходим из легко 

проверяемого равенства;
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Получаем: если х  е  Л2, то

И, следовательно, отображение х  -> х  

Лобачевского в G-пространство

есть изоморфизм плоскости

Cl Cl tn: G I,

в котором структура G-пространства определяется отображением

Совершенно аналогично G-пространство J2 изоморфно G-простран­
ству

в котором G действует по такому ж е  закону, что и в  М.
Так как закон преобразования (2) является законом преобразова­

ния аффинора линейного пространства K2, то полученные однородные 
G-пространства будем называть аффинорной моделью геометрии Л о б а ­
чевского.

Д ля  аффиноров, естественно, вводится инвариант H  =  -^ - sp (z w ) ,  ко­
торый с точностью до знака совпадает с инвариантом J  (х, у), ибо

Д л я  z ( w )  выполняются условия Z2 - - E ,  W2 = E  и поэтому z~l =  
=  — z, w~l ='W.  Здесь z, w  могут принадлежать однородным простран­
ствам M  или N.  Отсюда следует, что H - O  эквивалентно ортогональ­
ности прямых или принадлежности точки прямой, или совпадению двух 
точек.

3. Как известно [2], задание сети на двумерном многообразии X 2 
эквивалентно заданию аффинора с нулевым следом, удовлетворяющего 
условию Z2 — ±  Jd.

В случае z2 — Jd  сеть называется гиперболической, а в случае Z2 =  
=  — Jd  — эллиптической. Используя аффинорную модель плоскости 
Лобачевского, можем утверждать, что задание эллиптической сети экви­
валентно заданию в каждой точке X 2 аффинора z v , т. е. заданию в к а ж ­
дой точке р е 1 2 точки пространства Лобачевского. Аналогично з а д а ­
ние гиперболической сети эквивалентно заданию в каждой точке X 2 пря­
мой плоскости Лобачевского.

Д ля двух сетей, определенных аффинорами г и w, находится (см. [2])
совместный инвариант двух сетей H = - ^ - s p ( z w ) .  В каждой точке р(= Х2
значение H v совпадает с введенным ранее инвариантом для двух точек 
или прямых плоскости Лобачевского.

Сети называются аполярными, если их совместный инвариант Я  обра­
щается в нуль. Д л я  соответствующих точек это означает, что две точки 
совпадают, что точка и прямая принадлеж ат друг другу или, что две пря­
мые ортогональны.

Используя этот факт, легко доказываются теоремы.
Теорема I. Среди трех взаимно аполярных сетей две сети гиперболи­

ческие и одна эллиптическая,

(а, х) T a (х) =  ахатК (2)
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Доказательство следует из того, что аполярные сети всегда не совпа­
дающие, а две аполярные эллиптические сети определяют совпадающие 
точки, что невозможно. Три гиперболические сети такж е невозможны, 
так как невозможны на плоскости A2 три ортогональные прямые.

Теорема 2. Существует тройка взаимно аполярных сетей.
Д о к а з а т е л ь с т в о :  В данной точке для построения трех

аполярных сетей достаточно взять две ортогональные прямые плоскости 
Лобачевского, которые определят общую точку. Соответственно опре­
делятся в каждой точке три аполярных аффинора, которые и определят 
сеть в J 2. Аналитическое описание этого построения позволяет строить 
гладкие поля аффиноров, которые и определят нужные нам сети. Конеч­
но, всё рассуждение проводится локально.
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Исследованию свойств окон просмотра данных посвящены работы 
[I],  [2 ] . Приведем еще одно свойство, находящее применение при иссле­

довании оценок спектральных плотностей стационарных случайных про­
цессов.

Теорема. Пусть функции ha (t),  — оо ■< t <  оо,  а  — I,  2,  . . . , г, огра­
ничены постоянной М,  имеют ограниченную постоянной L  вариацию 
и обращаются в нуль при \ t \ ^  I, а функция
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i= 0 L/= I ' '4
—  J t<  я, a v  ... , Cik =  I ,  ... , г,

тогда I H ^ l a h (^) I <  если ^ #  0 (mod 2я) .
s in  —  

2
Sm ——

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся формулой Абеля
г —22  ut vt =  2  U t (vt — vt + i)  — U -^1V0 +  U t - i  v t - i ,

где

и по предположению 

Тогда имеем


