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С. Т А Г А И Н А З А Р О В

О П О Р Н Ы Й  К Р И Т Е Р И Й  О ПТИ М АЛЬНОСТИ 
В Л И Н Е Й Н О Й  ЗА Д А Ч Е О П ТИ М АЛ ЬН ОЕО  У П РА В Л Е Н И Я

I. Математическая модель. Пусть заданы: I) динамическая систе­
ма управления

х =  A x  +  bu, х  (0) =  х0, .

( х =  (.Xj , j  E J ) € z  R n, J  { I ,  . . .  , п ) ,  U E = R ) ' ,  ( I )

2 )  класс доступных управлений, состоящий из кусочно-постоянных функ­
ций u( i ) ,  t ^ T  =  [0, D],  стесненных ограничением | ц ( ^ ) | ^  I, / е Т ;
3) терминальное множество в пространстве состояний

X* =  { x e i ? ”: & * < Я х < 6 * } ,
(H  =  H  (I, J )  EBRmX",  / = { I, . . .  , т } );  (2)

4) многогранный шар S p радиуса р
S p =  (х: X = D y ,  у ( E Y 9 =  {у: р/* <  * /<  р/*)},

(D =  D ( J ,  К ) ,  K  =  {I, ... k }, р е % ,  / * < 0 < / * ) .  
Множество

Xp =  {х: х  =  X1 +  X2, X1E  X*,  X2E S 9)
назовем р-окрестностью множества X*.

Предположим, что множество достижимости Q( D )  = {х : х  = x ( t * |х 0, 
« (•))>  | м ( 0 | ^  t ^ T )  принадлежит конечной окрестности множест­
ва ( 2 ) :  Q ( D ) c z  Xp, р <  о о .

Рассмотрим линейную задачу терминального управления, которая 
в геометрической формулировке звучит следующим образом: среди точек 
множества Q( D)  найти такую х°, которая лежит в минимальной окрест­
ности множества X* : X0 е  Q (D)  П Хр°, Q (D)  П Xp =  0  при р <  р° (3 ) .

В аналитической форме рассматриваемая задача имеет вид:

р rnin, х  =  A x  bu, х  (O) =  X0,
И 0 | < 1 >  t E T \  b H  ( X ( D ) - D y ) - ^ b * ,  (4)

p f * < y < p f * >
Задача  (4) представляет специальную линейную задачу оптимального 
управления со свободным правым концом траектории. В литературе т а ­
кие терминальные задачи формулируются с помощью нелинейных крите­
риев качества, т. е. всегда являются нелинейными. Простейшая из них 
называтся линейно-квадратичной задачей терминального управления:

с ' х (D)  +  х '  ( D ) D x  ( D ) / 2 -*■ min,



В данной статье предлагается специальный метод решения линейной 
задачи терминального управления (4). При этом будем опираться на ре­
зультаты работы [I] .

Поскольку в задаче (4) нет терминальных ограничений, то любое до­
ступное управление назовем допустимым управлением.

Минимальное число р =  р (и) ,  при котором множество X p содержит 
состояние x( t*) ,  порожденное допустимым управлением u( t ) ,  t ^ T ,  на­
зовем значением критерия качества задачи (4) на допустимом управле­
нии

Определение I. Допустимое управление u°(t),  і ё  Т, будем называть 
оптимальным, если р (и 0) =  p0 =  min р (и).

Определение 2. При заданном числе е ^  0 допустимое управление 
ue(t),  t ^ T ,  называется е-оптимальным (субоптимальным), если оно 
удовлетворяет неравенству

P (ыЕ) >  р ° —  [е.

Пусть F(t ,  т) =  F( t ) F~ l (x),  i, т е Г ;  F( t ) ,  t <= Т,—  фундаментальная 
п X гс-матрица решений однородной части х  = A x  системы (I) (F = AF,  
F ( O ) = E ) .

С помощью формулы Коши задачу (4) запишем в эквивалентной 
функциональной форме:

p -> m in ,
І ,

fr* •< j  HF  (t*, t) bu (t) dt  +  HF (t*, 0 ) х 0 — H D y ^ b * ,  | и ( 0 1 < 1 ,  t ^ T \  ( 5 )

2. Опора. Опорное управление. Пусть / оп — произвольное подмноже­
ство I. Н а отрезке T выберем конечное множество моментов Ton =  
= {th j е / о п } ,  t j < t j +i, I /он I ^  I /он I - Введем множества Kon с= К,  
К* с :  Коп, К* а  К  оп. Количество элементов во введенных мно^кествах 
подберем так, чтобы выполнялось равенство

| / о п |  +  ] К * |  +  | К * Ы / о п | +  К о і і | +  I .

Рассмотрим два случая:

I) Д * п К *  =  0 ;  2) К*  П К* =  k0, U(ko)¥>f *(ko) .  
Сформируем множество

_  П ^ о п М ^ и К * ) ]  U ^p. если К * П К * = 0 ;
(оп) ~  I К 0П\ ( К *  U К*),  если К ,  П К* =  К  Ш о )  Ф  /* (A0),

где K p — дополнительный индекс, соответствующий переменной р: уиР — р. 
Обозначим Л4оп =={^оп’) Т'ол, /С(оп)}>

/1(/10 =  н  (I, J ) F ( t *, i )b,  H (Ioat T on) =  ( h( I on\t),  t E l T on), 
H F  ( П  X0 =  no, H D  =  G,

h(p — і-я строка матрицы Н.
Построим матрицу

Pon — P  (Mon) =  P (IoIb /ош К(ОП)) ;
с блоками

P ( / оп; /оп, IKoaM K t U к * ) ] )  =  ( H i i oat T on) - G ( I ow к 0П\ ( к , . и к п ) ,  
/ ( / o n ,  К )  = - ( G  ( Iow K*) f * (K*)  +  G ( I on, К * ) г  (К*)).

Определение 3. Совокупность M on назовем опорой задачи (4), если не 
вырождена опорная матрица Р 0п-

Будем называть M ow I) опорой первого типа, если K if Г) К* — 0 ,  
2) опорой второго типа, если K if Б К* =  &о> ?*( ко ) ф f * ( kо).

Обозначим: I11 =  / \ / оп, K m  =  * У С „  K l = К \ К * ,  Кн= К \ К оп, J H= J \ J 0W
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Определение 4. П ара {и, А40П} из допустимого управления и =  (m(Z), 
Z е  Т) и опоры называется опорным управлением. Будем называть его 
невырожденным, если I) значения управления в опорные моменты некри­
тические: | m ( Z ) | <  I, Z е  Гоп; 2) терминальное состояние x(Z*), порож­
денное этим управлением, вместе с р =  р (и),  у  = у ( и )  удовлетворяет не­
равенствам:

М 4 )  < # ( / „ -  J ) ( x ( t * )  —  D y ) < b * ( I a), р / Л ^ н X f f ( K n ), 
у  (Kta) C  pf* (К*п).

3. Формула приращения критерия качества. Пусть {и, уИ0п} — опор­
ное управление.

Обозначим

£оп =  I ( 7 O n )  = J f t  ( 7 O Ii I О  U (Z) dt +  IlO ( 7оп) —  G ( / оп, К) У, ю * =  со* (К)  =

- У  ( К ) -  P/* ( К ) ,  со* =  со* ( К )  =  У ( К )  -  P Г  ( К ) .

Наряду с допустимым управлением и [t), Z e V  с р =  р (и) и у  — у  [и) 
рассмотрим тройку ( u ( t ) ,  Z e V ;  у,  р), удовлетворяющую для выбранных
=оп> “ *> ®* равенствам

І *

U  =  J f t  (7оп IО И (г1) dt  +  Т]0 (Ioa) — G (70п, К) у,
О

“ *оп =  Ў ( * * )  -  P /*  ( 7C*). “ on =  Ў(К*) -  P / *  ( 7C*).

Введем дополнительное обозначение

А̂ ОП =  ^on £оП» АСО*оп =  “ *0П “ *0Ш АС0оп ~  С0оп CDon,

А У ( К )  =  Ў ( К )  —  у ( К ) ,  Ax  ( J oa I Z*) =  Axon (Z*) =  хоп (Z*) -

- x on(Z*), A y ( K if) — У (7C*)— У ( K if), A y (К*) =  У ( К * ) - У ( К * ) ,

Uon =  U ( K t ), fin =  Г  (К*), Au(t) =  Z ( t ) - u ( t ) ,  t е е Т.

Приращение Ар =  р(м) — р(и) критерия качества задачи (4) при пере­
ходе от опорного управления {и, Afon} к управлению и  (Z), t е е Т ,  равно:

с*
—  J  А ( 0  Ды (О  Л +  2 v iA£; —  2 A feA y ft-  2 A * ft Aco*ft —

Ap =
О IsIriTT kSKH kSK,

—  2 AfeAcoftl если A ^ f l 7C *=  0 ,  (6)
k£K*

' A*fto Acoifto +  Afto Acoftn, если TC* f| 7C* =  ft0. /* (ko) Ф  f* (ko)-

В этой формулеТвектор von= ( 0 ,  — I K 7Vn называется вектором потенци­
алов; А(Z), Z e V ,  A*ft, Z e e 7C*; Aft, Z e s 7C* [I].

С помощью формулы (6) доказан
Критерий оптимальности. Д л я  оптимальности допустимого управле­

ния u ( t ) ,  t е Г ,  достаточно выполнения соотношений: I) если M on — опо­
ра первого типа, то

Vi <  О при ft(o (х (t*)  — Dy)  =  b*\ Vi >  О при h[i ) (x( t*)  —  Dy)  =  v* =  

=  O при b * i <h [ t ) ( x ( t * )  —  Dy)<b*i ) ,  ( е / оп; A ( Z ) < 0  при «(Z) =  — l; 
A (Z) > 0  при m(Z) =  I; A (Z) =  О при — I < w ( Z ) <  I, Z s T ;  A*ft< 0  

при yft =  p/*ft; A*ft =  О при yft> p / * ft> fteTC*; Aft > 0  при yft= p / ft;

Aft =  O при yft <  р /ь  ^ S 7C*; Aft =  O при Z e S 7C1,; (7)
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2) если Мол  — опора второго типа, то

A11A0C O  при уко =  р /Ч ,  AiA0 =  O при уko >  pf*A0> ^0S /Co*;

Aa0 >  0 при ук  =  Pffco, Afco =  0 при уко <  рД*0, £0е  /C0*- (8)
Пусть {и, Мои}— невырожденное опорное управление. Тогда условия (7), 
(8) необходимы для оптимальности управления u{t ) ,  t е  Т.
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УДК 517.9
В. И. МИРОНЕНКО

Д ИФ Ф ЕРЕНЦИАЛЬНЫ Е СИСТЕМЫ 
С РАСПАДАЮЩИМИСЯ ОТОБРАЖЕНИЯМИ ЗА ПЕРИОД

Высокая размерность системы дифференциальных уравнений часто 
является большим препятствием при изучении этой системы. В том слу­
чае, когда система распадается на отдельные независимые подсистемы, 
ее исследование значительно облегчается. Аналогичным образом изуче­
ние 2со-периодической по t системы размерности т  +  п вида

~ = f ( t ,  х, у),  =  g  (t, х, у),

X t = D 1 Ci Rn, ( / G D 2 C R " ,  / S R ,  ^

с однозначно определяемыми своими начальными данными решениями 
Ф(/; /о, *о, г/о), Ф(/; to, X0, у0) значительно облегчается, если ее отображе­
ние за период

/ х \  / Ф(со; — со, х, у ) \

\ У J — со, х, у ) )

распадается на два независимых отображения

х I -+ срх (со; —со, х) и у  ! + ^ 1 (со; — со, у),  

являющихся отображениями за период независимых систем вида

~ dxr = f i ( t , x ) ,  ( 2 )

- W  =  Si  (t, У) (3)

размерностей т и п  соответственно, т. е., если
Ф(со; —со, х, у ) =  фі(со; —со, х),  ор(со; —со, х, у) =  тр±(со; —со, у).

В связи со сказанным возникают вопросы: существуют ли вообще не-
распадающиеся системы с распадающимися отображениями за период?
Можно ли построить достаточно большие множества таких систем? Моле­
но ли построить эффективный алгоритм их распознавания? Частично на 

. эти вопросы дает ответ настоящ ая работа.
Нам понадобятся некоторые сведения об отражающ ей функции, дока­

зательства которых содержатся в [ I ] .
Пусть решения системы 

dz


