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К Т Е О РИ И  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  
У Р А В Н Е Н И Й  ВТОРОГО ПО РЯДКА ,

ОБ ЩИЙ ИНТЕГРАЛ К О Т О Р Ы Х  HE ИМЕЕТ  
П О Д В И Ж Н Ы Х  К РИ Т И ЧЕ СКИ Х ТОЧЕК

В р або тах  [I]— [3] вы делены  некоторые классы  диф ф ерен ц и альн ы х  
уравнений вида:

П

2  P j (г, и, и ' ) и " п 1 =  О, (I)
/=о

где P j  (z, и, и')  — полином относительно и, и '  с аналитическим и по г е Д  
коэфф ициентам и, общ ий интеграл  которы х не имеет  подвиж ны х  много­
значных особенностей (уравнение  P -типа).  В р аб о тах  [ I— 2] эти исследо­
вани я  проводились в основном с целью  получить существенно новые 
трансцендентны е функции, и эта  з а д а ч а  остал ась  открытой. В [2] при 
п — 2 получены некоторые уравнени я  P -типа, реш ения которы х в ы р а ж а ­
ются через реш ения пятого и шестого уравнений П енлеве . В [3] предло­
ж ен  метод, позволяю щ ий строить уравнени я  вида ( I )  P -типа, решения 
которы х раци он альн ы м  образом  в ы р а ж а ю тс я  через реш ения уравнений 
П енлеве  (P i  — Ре) при различны х п.

В настоящ ей рабо те  этим методом построено уравнение  P -типа вида 
( I )  с л==2, реш ение которого раци онально  в ы р а ж а е т с я  через решение 
третьего уравнени я  П енлеве:

w" =  ------ I T  +  ^aw2 +  Р) +  V®3 +  Y6 Ф  0 (Pa)

(без  ограничения общ ности считаем у = — 8 =  I [4]).
Зам етим , что в [3] у р авн ен и е  P -типа вида ( I ) ,  связанное  с уравн ен и ­

ем (Рз) , приведено при п — 3. С ледуя  [3], систему, эквивалентную  у р ав н е ­
нию ( P 3), будем искать  в виде:

w ' = CioW2A-Iiw 4 - а2,
(2)

w u '—  b0w 2-\-biW-\-b2-\- (cow2-PclWj r C2) и,
где CLi t  bj, C j  (і'— 0, 2; /==0, 1 , 2 ) — функции 2 .

И з первого уравнени я  системы (2) следует, что u ( z )  вы р а ж а е тс я  р а ­
ционально через w, Wr и, таким  образом , если w  не имеет подвиж ны х 
м ногозначных особенностей (Р -с в о й с т в о ) , то и и т а к ж е  имеет Р-свойство. 
И склю чая  из (2) и, ср ав н и в ая  полученное уравнени е  с ( P 3), д л я  опреде­
ления  коэфф ициентов имеем систему:

а 0  =  C o »  П  ’ I  / ^ »  C 2  CL2 , CLq  C q  - 1 ,  Ь 0  CIq  C 1  --} - C t/  Z ,

bj  =  Cl0 C 2 A - C l 2 C0 , Ь2 =  G 2 C 1  +  P /2, G2C2 =  I . (3)

И з (3) находим, что одна  из эквивалентны х  уравнению  ( P 3) систем 
имеет  вид:

w '  =  E1W2 -P u w  -р  е2, Zwu' =  (а —  B1) W2 —  и (E1Zw2 +  w  — е2г) -J- р —  е2,
8* =  е * =  I. (4)

П отребуем , чтобы во втором уравнении системы (4) множ ители , стоящ ие 
при W0, W2, не были нулевы ми, т. е.

z u — s i a + 1=5^0, z « + e 2p — 1 +  0. (5)
Д л я  этого, в силу (4) ,  достаточн о  вы полнения условия

a + t ) i P + = 2 t ] 2 ,  T ) i  = т ) 2  =  I .  ( 6 )

В противном случае, т. е. при невыполнении хотя бы одного условия (5), 
уравнение  ( P 3) в ы р о ж д а е тс я  в уравнение  Р и к к ати  с условием (6),  кото­
рое интегрируется через ф ункции Б есселя  [4].
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И так , система (4) является  системой P -типа, так  как  w  и и не имеют 
подвиж ны х  критических точек. О пределим уравнение, описываю щ ее 
функцию  u ( z ) .  Д л я  этого исключим w  из (4).  В результате  получим у р а в ­
нение P -типа вида  ( I )  с п — 2

Z2 и"2 -f- 4гы" {и ' +  2гхггги -J- — е2а} — и ' 2 {z2u2 — 4} —
— 2u ' {zu3 — 8S1E2ZW — 4 (ехр — е2а)} — Ui  {4e1eaz2 +  I } —-
— 4zu3 {е2р — е2а} -(- 4м2 {4г2 +  сф — е ф  — е2а  +  S1S2) +

+  16zu {е2р — E1O) +  4{еф — е2а}2 =  0. (7)

Т аки м  о б разом  сп равед ли ва
Теорема I. У равн ение  (7) имеет P -тип и его реш ения в ы р аж аю тся  

через реш ения уравн ен и я  ( P 3) по ф ормуле:

U =  ( w ' — E 2 ) / W  —  E i W .  ( 8 )

Р ассм отри м  некоторые свойства решений уравнения  (7) в силу по ­
лученного соотнош ения (8). П р е ж д е  всего отметим, что ф у н д ам е н та л ь ­
н ая  область  простран ства  п арам етров  уравнения  (7) в силу (8) с о в п а д а ­
ет с ф у н д ам ен тал ьн о й  областью  пространства  парам етров  уравнения  
( P 3) [4], т. е.

Re р Д- 0, R e ( a  — |3) Д  0, R e ( a  -)- Р) -T 2. (9)

П остроим рац и он альн ы е  реш ения (0-решения) уравнения  (7). З а м е ­
тим, что если w  — 0-решение уравнени я  ( P 3) 1 то и  т а к ж е  явл яется  О-ре- 
шением уравнени я  (7) .  Д л я  сущ ествования  0-решений уравнени я  ( P 3) 
необходимо и достаточно выполнения условий:

либо а) a  +  P =  4п, либо б) a  — P — 4я, я  <= Z. (10)

П о каж ем , что условие (10) явл яется  необходимым и достаточным д ля  
сущ ествования  раци ональны х  решений уравнени я  (7) .  Д л я  этого молено 
воспользоваться  методом д о к азател ь ств а  аналогичного утверж ден ия  д ля  
уравнения  ( P 3) [4]. П усть u( z ,  а,  р) 0-решение уравнени я  (7) .  Тогда  оно 
имеет конечное число полюсов. В окрестности полю са Z0=^O решение им е­
ет р азл о ж ен и е

CO

и (г, а ,  р) =  - f  \  Hi (z — г )1, е2 =  I .
2 ~  z° SS

Определим вычет точки г =  оо решения u ( z ,  а,  Р). Сделаем в (7) замену 

zt — I и в полученное уравнение подставим разложение и =  У,  uh t k.
А=+1

Тогда найдем, что вычет точки Z =  оо равен ( — 82P + e i a ) / 2 . Теперь, вос­
пользовавш ись  теоремой о полной сумме вычетов однозначной функции 
с конечным числом особых точек, получаем условие (10) .  Д о к а з а т е л ь с т ­
во лее достаточности следует из соотношения (8) и теоремы 7.1 [4], со ­
гласно которой при выполнении условия (10) уравнение  ( P 3) имеет 0-ре­
шения. Таким о б р а з о м ,с п р а в е д л и в а

Теорема 2. Д л я  того чтобы уравнение  (7) имело раци ональны е реш е­
ния, необходимо и достаточно, чтобы вы полнялось  условие (10).
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