
Краткие

У Д К  517.95

И. Е. М О З О Л Е В С К И И ,  А. В. К О Р З Ю К , В. П. Р О Г А Ч

М ЕТО Д К О Н Е Ч Н Ы Х  ЭЛЕ МЕН ТОВ  РЕ Ш Е Н И Я  ЗА ДАЧ  
CO С М Е Ш А Н Н Ы М И  Г Р А Н И Ч Н Ы М И  УС ЛО ВИ ЯМ И  

Д Л Я  У Р А В Н Е Н И Я  ПУАССОНА НА ПЛОСКОСТИ  
В ОБЛАСТЯХ CO С Л О Ж Н О Й  ГЕОМЕТРИЕЙ

М етод  конечных элем ентов  в н астоящ ее  врем я п р ед ставл яет  собой 
хорош о развитую  о б ласть  вы числительной м атем атики , теоретические 
и п р и кладн ы е  аспекты которой достаточно полно и злож ен ы  в литературе  
[ I — 4]. Тем не менее прак ти ческая  р е а л и за ц и я  м етода  конечных эл ем ен ­
тов, в отличие от сеточных методов, требует  довольно слож ного  про гр ам ­
м ировани я  д а ж е  д л я  простых задач . С ущ ествую щ ие больш ие ком м ерче­
ские пакеты , основанны е на применении м етода  конечных элементов д л я  
реш ен ия п ри кладн ы х за д ач  в той или иной предметной  области, обычно 
с о д е р ж а т  свою специ али зированн ую  базу  данных, м акр о -язы к  д л я  кон т­
роля  за  правильностью  ввода — вы вода, обильны й графический и н тер­
фейс и т. д. О днако зач асту ю  они слиш ком  узко  специализированы , м а ­
ш инозави си м ы  и слож н ы  в применении. П оэтом у  пользователь , которому 
надо реш ить  д а ж е  достаточно простую з а д а ч у  методом конечных э л е ­
ментов, зачастую  стал к и в ается  с неприятной альтернативой: с необхо­
димостью  либо осваи вать  какой-либо  слож ны й п акет  п ри кладн ы х п р о ­
грамм, реали зую щ и й  м етод  конечных элем ентов  на  вычислительных си­
стем ах больш ой мощ ности (что само по себе у ж е  явл яется  сильным о г р а ­
ничением), либо пы таться  сам ом у р а з р а б а т ы в а т ь  нуж ное программное 
обеспечение.

З а д а ч и  со см еш анны м и граничны ми условиям и д л я  уравнения  П у а с ­
сона в двумерной области  слож ной  геометрии возни каю т в различны х 
практи чески х  областях : электроди н ам и ке ,  м икроэлектронике, т еп лоф и ­
зике и т. д. Теоретические аспекты  их разреш и м ости  и свойства решений 
и сследованы  с исчерпы ваю щ ей полнотой. О дн ако  применение с т ан д а р т ­
ных сеточных методов д л я  численного реш ен ия таких  граничных зад ач  
затрудн и тельн о  в силу произвольности геометрии области. П оэтом у р а с ­
смотрим численное реш ение зад ач и  методом  конечных элементов и его 
реал и зац и ю  в виде програм м ного  ко м п л екса  д л я  П Э В М  к л асса  Е С - 1841 
и выше. В состав ком п лек са  входит автоматический  генератор сеток и 
средства  в и зу ал и зац и и  сгенерированной сетки и полученного решения.

Постановка задачи.  П усть  Q — о гр ан и ч ен н ая  многоугольником д й  
об ласть  на плоскости. П редп о л о ж и м , что гр ан и ц а  <3й разд ел ен а  на две
части д й  =  д й і  U (?¾  так, что [  ds  =  0 и <3йі либо пусто, либо обра-

защдЯг
зовано  конечным числом зам кн у ты х  отрезков . Д ал ее ,  пусть Cm (Q) 
(/га ^  0 ) — м нож ество  функций, непреры вно  д и ф ф еренц ируем ы х до по­
р я д к а  т  вклю чительно в области  Q вплоть  до границы . Обозначим через

64



C f  (Q) ( m  ^  I) множ ество  функций и е  Cm-1 (Q) ,  д л я  которых су щ ест­
вую т неп ересекаю щ иеся  подобласти Q b . . . ,  Q 3, области Q 1 такие, что

Q = U  Qi и Is - G C ffl(Q i).
і=і *

П ростран ство  С / ( Q ) =  С? (Q) определим как  множ ество  функций и в Q, 
д л я  которых суж ение  и  на Q i допускает  непрерывное продолж ени е  на R 2. 

Р ассм отри м  в области  Q задачу: 
д л я  зад ан н ы х  f  и g  найти и такое, что

— А и ( х )  =  f ( x ) ,  x g ' Q ,  (01)

« Ieo1 =  г .  (°2)

0. (03)ди
дп AQ2

Ч ерез  L 2(Q) обозначим гильбертово пространство суммируемы х с 
к вад ратом  по Л еб егу  функций в Q со скалярны м  произведением

(и,  v) =  f и (х)  V (х)  dx Yu ,  W G i 2 (Q)- 
й

Д а л ее ,  з а д ад и м  в C f  (Q) скал яр н о е  произведение

(и,  v)  — 2  ^  D a и (х)  D& v (х )  dx
I а I <1, I P K l Q

и пусть H m ( Q ) — пространство С оболева, которое при сделанны х пред ­
п олож ен и ях  молено р ассм атр и вать  к ак  пополнение C f  (Q) по норме

w Ik  т =  ( 2  ^ [ D a u ( x ) ] 2dx
1/2

IUu U ( X ) ^ a x ]
I а I <  т Q

п орож даем ой  дан н ы м  скалярн ы м  произведением [I]. П усть

W  =  [и GE Ci (Q)'. и  =  0)

и пусть V  — зам ы к ан и е  W  в Я 1 (Q) по норме | | - | |2,i. Д а л ее ,  рассмотрим 
н а  V  X V  билинейную ф орму

а (и, v) =  f Xjv (x) Sju (х)  dx. ( I )
о

Лемма I. Би линейн ая  ф орм а ( I )  симметрична, непреры вна и коэрци- 
ти вн а  на V  X V .

П редп олож и м , что сущ ествует п родолж ени е  g  на Q к л асса  С)  (Q) ,  ко ­
торое мы снова обозначим через g, и пусть W g =  g  +  W, a Vg — з а м ы к а ­
ние W g в Я 1 (Q) .  В слабой постановке за д ач а  (01) — (03) ф орм ули руется  
следую щ им образом:

д л я  зад ан н ы х  J e C j  (Q) H g e  C (dQ i)  найти и е У 8 такое, что
a ( u , v )  =  ( f , v )  У в е У .  (2)

Теорема I. Д л я  любого f  е  С/ (Q) и любого g,  допускаю щ его  продол­
ж ен и е  на Q к л асса  С/ (Q) ,  сущ ествует  единственное и е  V g, являю щ ееся  
реш ением зад ач и  (2).

Д о к а за те л ь ств о  дан ны х утверж ден ий  проводится стан дартн ы м  спосо­
бом [2].

Метод конечных элементов для задачи (2) .  Д л я  приближ енного  ре­
ш ения задачи  применим метод конечных элем ентов  первого порядка. 
Б о л ее  точно, пусть (L i) 1=1 =  м нож ество  зам кн уты х  треугольников на 
плоскости, к а ж д ы е  два  из которых либо не пересекаю тся, либо имеют
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Рис. I. А даптивная (а) и равном ерная (6 ) сетки д л я  реш ения тесто­
вой задачи

_  N
общ ую  сторону или вершину. П редп олож им , что Q =  U Ti,  причем пере-

І= I
сечение каж до го  треугольн и ка  с <?Qi либо пусто, либо совп адает  с верш и ­
ной или стороной треугольника. П усть  { Pi j f L i  — множ ество  всех вершин 
треугольников  {Ti} ( L i .  П ростран ство  U  конечных элем ентов  первого по­
р я д к а  в Q определим следую щим образом: ф ункция  и е  U  однозначно 
о п ред еляется  своими значениям и  в точках  Pi ,  i =  I, М,  а ее суж ение на 
к а ж д ы й  треугольник явл яется  функцией ви да  ах  -+- by  +  с. Н еслож но 
проверить, что имеет место следую щ ее утверж дение.

Лемма 2. ( / Q C j ( Q ) .
Б ази сом  Л а г р а н ж а  в пространстве  U назовем  систему функций и и 

Um C - U  таких, что U i ( P j ) =  8ц.  Рассм отри м  последовательность про­
странств  ( U a),  удовлетворяю щ ую  условию IimZia =  O, где Zia — макси-

а->-со
м альн ы й  из д и ам етр о в  треугольников Tj, относящ ихся  к Ua. П р едп о л о ­
ж и м , что последовательность  пространств ( U a) явл яется  равномерной 
с постоянной q, т. е. д л я  лю бой базисной функции щ  е  Ua

max sup I «г I <  qhr~i V I < ;  i М ,  V I <  k  ZV, V / , =  0, 1, 2...
I a M  x<sTk

П усть  Wa  =  W  л Ua и Vga =  g a +  VFa , где g a <= Ua, g a (Pi )  =  g { P i )  V i =
=  I, . . . ,  M  —  ап п роксим аци я  g  в пространстве  Ua. А налогично [2] м о ж ­
но показать ,  что имеет место следую щ ий результат .

Рис. 2. Изолинии относительной погрешности для адаптивной (а) и 
равномерной (б) сеток
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Теорема 2. П усть вы полняю тся  условия теоремы I. Тогда V а  >  0 су­
щ ествует  единственный элем ен т  u g е  Vg , такой, что

а

й(«8(1, в) =  (/, D) V n e F a ,  (3)

причем Iim || Ug — и || =  О,
а->°о а

где  и — реш ение зад ач и  ( 2 ) .
Программная реализация метода конечных элементов.
П р и б л и ж ен н о е  реш ение зад ач и  (01) — (03) методом конечных эл е м е н ­

тов м ож но условно р азд ел и ть  на следую щ ие этапы:
— генерация  сетки, т. е. разби ен и е  области, в которой ищ ется р е ш е ­

ние, на треугольны е элементы ;
— за д ан и е  значений правой  части и граничных значений в соответ­

ствую щ их у зл а х  сгенерированной сетки;
— построение л о к ал ьн ы х  и глобальны х м атри ц  ж есткости  и соответ­

ствую щ их векторов нагрузки;
— реш ение результирую щ ей  системы алгебраических  уравнений и 

вы вод  полученных значений.
Д ан н ы й  алгоритм  р еал и зо в ан  на П Э В М  ЕС1841 в виде програм м ного  

ком п лек са  на язы ке  T U R B O  — PA SCA L-3.0  с использованием  гр аф и че ­
ского п ак ета  T U R B O  — G R A P H IC S -1 ,5А д л я  вы вода граф и чески х  р е ­
зультатов .  В качестве  автоматического  генератора сетки и сп ользовалась  
проц едура , аналогичная  програм м е  G R ID  из [3], п о зво л яю щ ая  прои з­
вольны м о б разом  изм енять  плотность сетки в различны х частях  области. 
П ри  этом предусм отрена лин ей н ая  интерполяция условий Д и р и х л е  на 
вновь полученные граничны е узлы . Л о к ал ьн ы е  м атрицы  ж есткости  и в е к ­
торы  нагрузки рассчи ты вались  на основе интегрального соотношения (3) 
с помощ ью  метода  Б убнова  — Галеркина. Д л я  реш ения системы л и н ей ­
ных уравнений при м ен ялся  метод  Холесского. П о л ьзо в ател ь  имеет в о з ­
м ож н ость  графической  интерпретации полученных результатов , вклю чая  
вы вод  сгенерированной сетки и изолиний полученного решения.

Д л я  иллю страции возм ож н остей  пакета  рассмотрим граничную з а ­
дачу:

Au  =  4 Ш
д и 
дпи Ir1 =  I/2 +  4, и |Га =  X2 +  4, =  0 ,

г3иЩ

имею щ ую  точное решение и =  х2 +  у 2.
Н а  рис. I приведены соответствую щ ие обозначения и и зо б р аж ен ы  а д а п ­
ти вн ая  и р ав н о м ер н ая  сеетки, построенные по четырем зонам , на которые 
условно р а зб и в а л а сь  р асчетная  область. Н а  рис. 2 показан ы  изолинии 
относительной погрешности численного решения зад ач и  на адаптивной 
и равном ерной  сетках.
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