
П р и м е н я я  к  нему преобразование-Ф урье
“Ь°° 4““

G (л:) =  j  eixi g  (/) dt\ g  (х) =  j  e~txt G (t) dt,

имеем

¥ ( * ) 1 +
ch л х

+  OO

(е2«  -P е2+  (еш  -j- е~Па)

В ы ч и с л я я  п о с л е д н и й  и н т е г р а л ,  п о л у ч и м :

2 я аW(X) = X sh 2Xa

/  X \
sh

( т
W l x ) а

/ п х J i t  \
ch I ~ Х ~ + —

I л х  \
(x +  ch—  J

Б е р я  от этой функции обратное  преобразование  Ф урье и используя (32), 
находим /  (х ):

/ М
X  (х  +  Ш )  

\ х  
„ 2

+  “ sh
n t

+  i t  а ■ ch - у -  • е—ixt

X sh 2Xa
—о, X +  ch ■

n t
• ch

n t

Т аки м  образом, вх о д ящ ая  в (30) неизвестная  функция / ( т) определена. 
Тем самы м построено в к в а д р а ту р а х  общ ее решение задачи  (8 ) — (10), 
а значит, и исходной зад ач и  о вдавли ван и и  ш тампа.
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Г. А. М Е Д В Е Д Е В

О СООТВЕТСТВИИ Р Е Г Р Е С С И О Н Н Ы Х  
И А В Т О Р Е Г Р Е С С И О Н Н Ы Х  М О Д Е Л Е Й  
СЛ У Ч А Й Н Ы Х  ПР ОЦ ЕС СОВ  И ПОЛЕЙ

Н аи более  распространенны м и м атем атическим и м оделям и  н а б л ю д а е ­
мы х случайных процессов и полей явл яю тся  регрессионные и авторегрес­
сионные модели. Они описываю тся соответственно следую щ ими соотно­
шениями:

Tl
У  (X) =  ^ a i Ii ( X ) +  I (X) ,  X  (I)

і=і

у ( х ) =  2  М ( *  — ^ )  +  1 ( 4  x e z < m>. (2 )
Xk <=N

Д л я  простоты будем полагать , не тер яя  общности, что У^ R(1), г/e R W ; 
I ( X )  и у\(х) — некоторые случайны е процессы (поля) с зад ан н ы м и  свой­
ствами. М ножество, п о рож даю щ ее  активны х соседей (П А С ),  N - Z i-mX 
Таким  образом, чтобы построить регрессионную модель процесса (поля) 
У ( X ) , необходимо за д ать  набор коэфф ициентов  а*, набор базовы х  ф унк­
ций f i ( - )  и порож даю щ ий процесс (поле) | ( А ) .  Ч тобы  построить авто ­
регрессионную модель процесса  (поля) у ( х ) ,  нуж но з а д ат ь  набор коэф ­
фициентов 0ft, множ ество П А С  N  и порож даю щ и й процесс (поле) т)(я).
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Р ассм отри м  влож енны й процесс (поле), описываемы й соотношением
( I ) ,  но д л я  X eZ < m>. П р ед став л я ет  интерес рассм отреть  вопрос о том, мо­
ж ет  ли такой  влож енны й процесс (поле) быть описанным моделью  (2 ). 
П оскольку  в общем случае  трудно сф орм ули ровать  конструктивное усло­
вие такого  перехода от ( I )  к (2 ), рассмотрим некоторы е частны е случаи.

I. Одномерная полиномиальная регрессия
Пусть

Tl

Y ( X )  =  ^ a i X 1J l ( X ) ,  X e R 1, (3)
;=о

| ( Х ) — некоторая  однородн ая  случайн ая  ф ункция  со средним зн ач е ­
нием E  и корреляционной функцией R ( X )  = A f  { | (Xy) ! ( Х '+ Х ) } .  Заметим , 
что справедли во  представление

Tl Tl

z(X)  =  ^ a l X 1 =  б,, +  2  bh Z ( X - k H ) \
I=O *= I

для  всякого Действительно, подставим в правую  часть равенст­
ва функции z ( X — k H ) в явном виде и, перегруппировав  слагаем ы е, по­
лучим:

Tl Tl T l Tl

2  CI1 X 1 =  Ь0 +  2  X' 2  bk 2  ат Crn ( -  kH)m~l- (4)
Z= 0 Z= 0 f t=  I т=1

Здесь Cm—биномиальные коэффициенты, a H  Ф  0 (так  как  для H  =  0 до-
П ,

называемое соотношение выполняется тривиально для /)о =  0 и 2  bh =  I ).
* =  I '

П оскольку  (4) д о лж н о  вы полняться  д л я  всех X e R +  то, при равнивая
в (4) коэфф ициенты  при одинаковы х степенях X 1, получим систему у р а в ­
нений относительно bh,

Tl Tl

^ o +  2  bh 2  k H )m =  flO- (5)k= I т=0
T l п

2  b h  2  а т  Cm ( —  k H ) m- ‘ =  CI1, 0  <  /  <  11,  ( 6 )
£ =  I т =1

а п
ft= I

И з (7) следует, что

2  а ь =  ап• (7 )

2 ¾ = ! '  (8)
ft= I

И спользуя  (8 ), уравнени е  (6 ) м ож но зап и сать  в виде:
Tl Tl

2  а т Cm ( —  H ) m~ l 2  k m~~l bh =  0- (9)
m=l-\-1 k=  I

П р и д а в а я  в (9) индексу I последовательно  значения  ( и— I) ,  (п — 2 ) ,  . . .  
. .  . ,  I, получим, что

Tl

2 ^  =  б 10, (Ю )
Л= I

бZft — символ К рон ек ера .
Н аконец, используя  (8 ) и (10) в (5 ) ,  получим:

Tl
К = ( - \ ) п+хап ^ ( к Н у Ь к. ( H )

ft= I
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Таким об разом , коэффициенты bk, l ^ .k ^ .n  находятся  из неоднородной 
системы п  линейных алгебраических уравнений ( 10), после чего по ф о р ­
муле ( 11) м о ж ет  быть вычислен коэффициент Ь0.

Матрица системы (10) является матрицей Вандермонда W = ( W i j ), у ко­
торой W ij =  / і_1. Поскольку эта матрица является невырожденной, то 
система (10) имеет единственное решение. Причем поскольку п р а в а я  
часть ( 10) явл яется  вектором с единственной ненулевой компонентой 
(первой),  то реш ение ( 10) определяется  только элем ентам и первого 
столбца  м атри цы  W~l. И спользуя  следствие 3 П рилож ен ия , получаем, 
что

bh =  ( - i ) k + i c kn, 1 < £ < л .  (12)

П о д ста в л я я  (12) в (11), получаем п о сл ед ств и ю  12 П рилож ен ия

Ь0 =  л! H n ап. (13)

Таким об разом , полин ом иальная  ф ункция (4) представима в виде:
Tl Tl

г ( X )  =  2  UiX1 =  п\ Н п ап +  2 ( - 1  )k+ l Ckn z ( X - k H ) .  (14)
I =  0 A = I

И спользуя  (14) в (3), получаем:
Tl Tl

^ ( X )  =  2  ( - 1  )k + l Ckn Y ( X - k H )  +  n\ Н пап +  2  ( - 1  )k Ckn i ( X - k H ) .
A = O  A = O

Н аконец, производя  переобозначения

х  =  Х / Н ,  Qk =  (— I)* + 1 Cn, 
у  (x) =  Y ( x H ) ,

(15)

ц(х)  =  п\Н пап +  2  ( - 1  )kCkn l ( ( x ~ k ) H) ,
A = O

вместо (3) получаем эквивалентную  запись
Tl

y ( x )  =  ' ^ l Qhy ( x  —  k )  +  r \ (x) ,  (16)
A = I

которая  переводит регрессионную модель (3) в авторегрессионную м о­
дель  типа (2) с множ еством  П А С  N =  ( I ,  2, . . . ,  л) и порож даю щ и м  про­
цессом г )(х ) , м атем атическое  о ж и дан и е  которого равно л! Н па п, а корре­
ляцион ная  функция

Tl Tl

r ( x ) = ^ ^ ( - \ ) l+k Ckn Cln R ( ( x + k - l ) H ) .
A = O  I =  0

П рим ечательны м  здесь является  тот факт , что коэффициенты  авто ­
регрессии (16) не зави сят  от коэффициентов регрессии (3).

Вместе с тем существенно то, что п орож даю щ и й процесс ц (х) имеет 
систематическую составляю щ ую  л! Н па п.

2. Двумерная полиномиальная регрессия

Пусть теперь X  = ( X i, X 2) ^  R ^ ,
Tl T ll

Y  ( X 1, X 2) =  2 2  a i . k X \  X^ +  K X 1, X 2) (17)
I =  о  а = о

Здесь ^ (X 1, X 2) — однородное случайное поле с математическим ожи­
данием M  ( ^ ( X 1, X 2) ) =  E  и корреляционной функцией R  (X 1, X2) =  
=  М { £ ( Х ь  X 2) l ( X \  + X 1, X 2 + X 2)).
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П р и д ади м  (17) вид авторегрессии таким  ж е  образом, к а к  это было 
сделано  вы ш е при переходе от (3) к (16). П редп олож им , что существует 
представление

п т  п т

z (X 1, X 2) =  2  2  aI. к Х " =  bO. о + 2  2  ( 1 -  8Ikо) bt, k X
I =  o f t = o  г =  о й = о

X z ( X 1 - I H v X 2 - I i H 2), (18)
которое имеет место в к аж до й  точке некоторой двумерной области 
A c R t 2). Зд есь  8jk i— символ К ронекера , равны й единице при j = k  —  l и 
равны й нулю в других случаях. Н айдем  коэфф ициенты  п р ед став л е ­
ния (18) таким  ж е  способом, который использован  при ан ал и зе  (3). Это 
приводит к следую щей системе уравнений относительно коэф ф иц иен­
тов bith'.

2 2  с1 - 6»») &/.*. =  I.
I= о 6=0

п т

( I -  6„u0 -  San -  Stm) 2  2 kv 1и ь*> I = °> ( 19)
I =  0 A=O

о о
п т

bo, 0 = ( - 1  )т +л+ 1 ап. т H l  H Z 2  2  ln k 'n b‘■ к- (20)
1=1 A=I

И спользуя  следствия 13 и 14 П р и лож ен и я ,  получим:

Ьо. о =  п \  ml H l  H Z  а п . т, (21)

bi, k =  (— I У +1+к C1n Cm в остальных случаях.
Введем следую щ ие переобозначения:

Xk =  X k H J 1, k = \ ,  2; у  ( x v  х2) =  Y ( X 1H 1, X2H 2), (22)
п т

Г) (X1, х 2) =  H l m l H rI H Z a rlim +  2 2  ( ~  1 Y + kGnckmK ( X 1- I ) H 1, (x2- k ) H 2),
I= о 6=0

Si. k = ( - \ y + k+1 C1n Ckm.
Тогда, при ним ая  во внимание (18), (21),  (22), мож но соотношение 

(17) зап и сать  в виде:
п  т

у  (X1, X2) =  2  2  ( 1 - 8Iho) 01, к У  (X1 —  I ,  X2 —  к) +  Tl (X1, X2). (23)
I= 0 A=О

Т аки м  образом , регрессионная м одель  (17) о казы вается  эк ви вал ен т ­
ной авторегрессионной модели (23) с м нож еством  ПАС в виде целочис­
ленной реш етки прям оугольника  {(/, k ) / 0 ^ .h g Z n ,  О г ^ & г ^ т}  без одного 
у зл а  l = k — 0. П о р о ж д аю щ ее  поле (23) имеет матем атическое  ож идание 
nl ml H l  H Z  ап. т и корреляционную  функцию

п  п  т  т

Г (X1, х2) =  2  2  2  2  ( - l y - H ' + k + k '  c inC v  C l t f i х
I =  о I '  =  0 A=O А '  =  0

X  R  ((X1 У—  ̂ ) H 1, (х2 -f- k  — k  ) H 2).

3. Гиперэкспоненциальная регрессия
П усть ( I )  им еет  вид:

п

у  ( X )  =  ^ a t f R  W l ( X ) ,  X e R (1>, (24)
г=1

где Co1=Aсо; д л я  всякого jW=l. П о л агаем , что д л я  некоторого H=W0 

50



2 ( X )  =  2  а, еш‘х  =  2  bh z (X -  kH )  =  2  2  bk at em‘(X~ kH) . (25)
I= *  I A = I  A = U = I

Очевидно, что такое  представлени е  имеет место тогда, когда  сп р ав ед ли ­
вы равенства

Tl
^  bk em‘kH =  I для  всех I < / < « ,  (26)
A = I

которые могут рассматриваться как  система уравнений относительно ко­
эффициентов bh. Обозначим W hl =  е~~ш‘кН, W - ( W hl), Е* =  ( I, I, ... , I). 
Т о гда  систему (26) м ож но зап и сать  в матричной форме:

W * b = E .  (27)
З д есь  * — знак  транспонирования .

Определитель матрицы W  с точностью до постоянного множителя,
Tl

- н
равного е г= 1 , совпадает с определителем Вандермонда и при различных 
(Oi отличается  от нуля. П оэтом у решение системы (27) при приняты х 
предполож ен иях  сущ ествует  и представление (25) имеет место. В связи 
с этим (24) м о ж ет  быть п редставлен а  на множ естве Z в виде авторегрес­
сии:

У (х)  =  2  bh У (х  —  к)  +  Tl (*), X е  Z, (28)
A = I

где, к а к  и преж де, использованы  обозначения
Tl

у  (X)  =  Y  (х Н ), T1 (X)  =  I  ( хН)  - ^ b h l ( ( x -  k)  Я ) ,
A = I

а коэффициенты bh находятся  из уравнения  (27). 
Рассм отри м  теперь двумерное  поле:

у  ( X 1; X 2) =  2  2  % +  g ( xv  X2), (29)
Z =  I A =  I

где Ui=^Uj, Vi=Z=Vj д л я  всяких  i=Z=j. П редп олож им , что д л я  некоторых 
H i=Z=O, H 2=Z= 0 имеет место представлени е

п тп п т
z ( X 1, X 2) =  2  2  %  в“|*‘+ V *  =  2  2  Ь„р 2 (X 1 -  a H 1, X 2 -  (Ш2). (30)

Z = I A = I  а =  I P = I

Н ай д ем  коэффициенты  Ьа р такого  представления. Н етрудно  видеть, что 
(30) имеет место, если справедли вы  следую щ ие равенства:

п т
2  2  e~auiH'~ Pv̂  =  I , I <  I <  п,  1 <  k  <  т.  (31)
а =  I P =  I

Эти равенства могут рассматриваться как уравнения относительно ко­
эффициентов Ьар- Обозначим Wai =  е~аи‘и \  WpV =  е ~ ^ кНг. Тогда (31) пе­
репишется в виде

Ti т
2  2  6«Р ^PA1 =  П (32)
а =  I P =  I

И  если ввести в рассмотрение (п  X n )  — матрицу W 1 =  (Wai i ), (т  X  tri) — 
матрицу W 2 =  (Й^У), (п X т)  — матрицу В  =  (йар) и (п  X  т)  — матрицу 
Е,  составленную из единиц, то (32) запишется в матричной форме:

W tl B W 2 =  E.  (33)
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Определители матриц W 1 и W 2 являются определителями Вандермонда
п т

- H 1 2 «; - W 2 2 ¾
с точностью до множителей е 1~ 1 и е k=l соответственно. Поэто­
му при принятых предполож ен иях  относительно и.ь и щ  м атричное у р а в ­
нение (33) имеет единственное решение

В = ( W T x)* E W J x. (34)

В связи с этим регрессионная  модель (29) имеет свой авторегресси­
онный ан алог

Ti т

У К -  X2) =  ̂  Ьар IJ (X1 —  а ,  X2 — Р) +  л К -  X2), (35)
а =  I P = I

где X1, X2 — целочисленные переменные, г/ (X1, х2) =  Y  (X1H 1, X2H 2),
п т

Л К -  X2) =  K x 1H 1, X2H 2) —  2  6а. р S ( К  —  a) H 1, (X2 - P )  Я г).
а =  I P=  I

В заклю чени е  зам етим , что элементы вектора b из (27) и матрицы  В 
в (34) находятся  с использованием  следствия 15 П р и лож ен и я .

Считая в (25) и (30) коэфф ициенты  со;, щ, Vi ком плексны м и и опре­
д ел я я  функцию z ( - )  к а к  вещественную часть  соответствую щ их сумм,
мож но аналогичны е р езу л ьтаты  получить д л я  регрессионных моделей 
с тригонометрическими базовы ми функциями.

Таким  образом , довольно ш ирокий класс  регрессионных моделей с по­
лином иальны м и, экспоненциальны м и и тригонометрическими базовыми 
функциями м ож ет  быть описан авторегрессионными моделями.

А налогичная  п р о б л ем а  р ассм атр и в ал ась  в [I] при построении ARIM A 
процессов.

П Р И Л О Ж Е Н И Е

Пусть W n — (я  х  я ) — матрица Вандермонда с элементами ( W n)1 =  I, 
O K K /  =  ' /  - I <  t <  я ,  I /  О  я .  Известно [2], что ее определитель

п—  I

d e t IR71=  П  (rj  —  Гі). В частности, если r } =  j ,  то det W n =  П  (Л).
I <!</<« ! =  1

Л е м м а  I. А лгебраические  дополнения элем ентов  первой строки 
detlR„ имеют вид:

K f e =  (— 1 )1+* ( П  Гі / гк \  П  (О  — гі )/ / ’( П  (гА — г4) ) ( П  (г*+/ — r ft) ) .
І= I ' \<i<i<n t= l 1 7=1 7

о
(Здесь и ниже принимается П  ( . . . ) г= 1 1 .
'  і= і  '
Д о к а за те л ь ств о  лем м ы  сводится  к вычислению миноров первой строки 
detlRn, которые, в свою очередь, с точностью до м н ож и теля  являю тся  
определителям и В андерм онда, но порядка, меньшего на единицу, чем ис­
ходный определитель.

Следствие I Элементы первого столбца матрицы W J x имеют вид:
п к-— I п—к

( W J x)kl  =  ( -  I ) >+* I L f  /  J n  (rk -  г ,))  ( П  (rk+i -  rk )\.
I= I I =  I ' 7=1 '

Следствие 2. Если r t — i, I t' я, то
П

K f e =  ( - 1 ) 1 +* П ( Л ) / £ !  ( n  —  k ) \
I= I
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Следствие 3. Если Ti =  І, то элементы первого столбца матрицы W n 1 
имеют вид:

( W n 1)hl =  ( - I V +kCkn, I < А < я .
Л е м м а  2. А лгебраические дополнения элементов последней строки 

м атри цы  W n имеют вид:
k —  I П— k

Anh =  ( I )п+к П  (rj —  г г) / ( П  (rh —  Г | ) ) ( П  (Гк+І —  rh)j.
I <i<j<n І == I I j =  I

Д о к а за те л ь ств о  аналогично д о казател ьству  лем м ы  I.
Следствие 4. Элементы последнего столбца матрицы W n 1 имеют вид

k ~  I П—k

( Wn 1)kn =  ( - 1 )п+к / ( п  (Tft- O )  ( П  ( г к + і - г А
T = I  1 / = I '

Следствие  5. Если Ti = J ,  то
п— I

A nk =  (— \ )п+к П  (г!)/ (k —  \ ) \ ( п  —  k)\
t=i

Следствие 6. Если Ti = I 1 то элементы последнего столбца  имеют вид: 

( W ^ 1)kn =  (— \ ) n+k/ ( k — I)! (п  — k)\.
Р ассм отри м  теперь матрицу В андерм онда  W n+и у которой ( W n+і ) ц =  

=  ( /— 1 ) і_1, 1 ^ / г = : « +  I, I < i ^ iz-f-1.
С ледствия 2, 3, 5, 6 д л я  такой м атрицы  модифицирую тся к следую ­

щим.
Следствие  7. А лгебраические дополнения элементов первой строки 

м атри цы  lEn+i имеют вид:
It

A11 = П  (i!), Alft =  O1 1 < А < л +  I-
г=1

Следствие 8. А лгебраические дополнения элементов последней строки 
м атри ц ы  W n+1 имею т вид:

П

An+i.k =  (— I )'1+ft П  ( i \ ) /k \  (п  — k)\ ,  U K f t + 1 -
I =  I

Следствие 9. Элементы первого столбца матрицы Wn+i имеют вид:

( W ^ i ) ftl =  O1 K k ^ n  + I.

Следствие 10. Элементы последнего столбца матрицы WiC+\ имеют вид:

(W ic i i )hn =  (— \ )k+n/k \  (n —  k)\ ,  1 < £ < я +  I.

П усть теперь Д — вектор с ком понентам и A i==6n+rf6n+i,i, 1 ^ / ^  л + 1 .  
Это означает, что у этого вектора  отличается  от нуля только первая  (она 
р а в н а  I) и последняя (она равн а  d)  компоненты. Введем в рассмотрение 
( л + 1) — вектор с, у которого п ервая  компонента Ci =  O, a cft= b ft_i, 2;¾ 
^ . k ^ L n + l .  Т аким  образом, сп равед ли ва

Лемма 3. Система уравнений (10) может быть записана в виде W n+ ic=
П

=  Д. Причем последнее уравнение имеет вид: 2  bk k n =  d, где d — пока
A = I

неопределенная константа. Отсюда c =  WY+ 1 А, т.' е.
л+1

Cft =  2  ( Wn+i )hl^ =  ( Wni i ) k . i  +  d ( W n + i ) k,n+i .
i= i

C1 =  I +  d (— 1)” / п \ ,  Cft+ 1 =  d  (— I )n+ k/k \  (п  — k)\  I <  & •< п.
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Ho по определению C1 =  O, поэтому d =  (— I )"+ 1 /г!.
Т аки м  образом , справедли вы  
Следствие 11.

bh =  ( - \ y + b C kn.
Следствие 12.

П

2  ( —  \ ) k C n k n-=  ( —  \  ) пп\ .
A =  I

Введем в рассм отрение ( n + l )  X ( т + 1 )  — м атрицы  С  и D  с эл ем ен ­
тами С ц = 0 ,  Ci'h— bi-1д _1 д л я  остальны х значений индексов

D i,  k —  S i ; ft -T  d 8 i . n + i  8k, m+ ь  +  +

Т аки м  образом , м атр и ц а  D  имеет только  два  элем ента, отличных от нуля: 
первый элем ент  в первой строке (он равен  I) и последний элем ент в по­
следней строке (он равен  d ) .  З д есь  d  — пока неоп ределенная  константа, 
соответствую щ ая равенству

П  W l

d = 2  2  Iя W b i lk.
I =  о A=O

И спользован и е  этих обозначений позволяет  убедиться, что справедли ва  
Л е м м а  4. Система уравнений (19) м о ж ет  быть зап и сан а  в следующей 

матричной форме:
W C W  =  Dw п+\ т+\

З десь  Wn+u Wm+i —  м атри цы  В ан дерм он да  п орядка  ( п + 1 )  и ( т + 1 )  со­
ответственно с эл ем ентам и  W i j =  ( /— I ) i_1. (H7H = I ) .

Реш ен ие  полученного матричного  уравнени я  имеет вид:

C = W J ^ D ( W ' m+l)

И спользуя  конкретную  структуру  м атри цы  D, получаем элементы  м а т ­
рицы С в следую щ ем виде:

Cl,и = (H 7H-Hi);, I (H7m-Hi)A. I W d ( W J i l)ltn+, (П7, +  )*,т + 1.

И з того, что с ц = 0 ,  а т а к ж е  из следствий 9 и 10, получаем, что

d = ---------------------------  =  (_ l)l+ "+m „!m!.
( ^ - H l ) l . n + l ( ^ m + l ) l . m + l

Таким  образом , о к азы в ается  справедли вы м
Следствие 13. К оэф ф ици ен ты  bi,k, удовлетворяю щ и е системе (19), 

оп ределяю тся  ф о рм улам и

Ьі.к =  ( - \ ) 1+1+к Сгп С І
если I и k  одновременно не равн ы  нулю.

Следствие 14.
П Wl

2  2  Ln k m bi,k =  (— I ) '+ ra+ m n!m!.
1 = 1  A = I

Вернемся теперь к  рассмотрению матрицы Вандермонда W n с элемента­
ми ( W n) iJ =  T ) - 1, I < 1, /  ^  п. Введем обозначения

р  W   ICfO, п — I >

- I

G f l = S a -ftyI l  r i ,  I <  / <  п -  I .

/ = 1  '

З д есь  о б о зн ачает  сум м у по всем н аб о р ам  индексов (iu i2, . . . ,  ц), 
удовлетворяю щ и х  условиям  (1 г = 7 г і< І2 <  . . .  < i i ^ n ;  i j W k ,  l ^ j ^ . 1 ) .  
К а к  и р ан ьш е через A jtk будем обозн ачать  алгебраическое дополнение
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к элементу определителя Вандермонда detlK„ с индексами (/, k ) . Тогда  
сп раведли ва

Лемма 5. А лгебраическое дополнение элем ента  ( W n) ш в оп редели те­
ле  В андерм онда  имеет вид:

A i ,k = ( - \ y - l G(nk± l, n A n, k,

где A riiи находится по лемме 2.
Д о казател ьство  леммы  проводится непосредственным вычислением. 
Следствие 15. Матрица W7T*, обратная матрице Вандермонда W n, име­

ет элементы
I k— I tl—k

( W n 1)k, п - ! =  ( -  I )»+*+'2 (ЛЙ) U r i / ( T l  (Tft-T l) П  (П+1- r A
} =  I \ ' = 1  V = I  ■ -

I <  / <  /г — I , I  <  А •< п.

Элементы  последнего столбца матрицы  W F 1 определяю тся  следствием 4.
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У Д К  519.2

Ю. С. Х А Р И Н

АСИМ ПТО ТИЧ ЕСКИ Й А Н А Л И З  РОБАСТНОСТИ ОЦ ЕН О К  
МИН И М А Л Ь Н О Г О  КОНТРАСТА

1. Введение. Математическая модель. В теории статистического оце­
нивания п арам етров  известно [I, 2] семейство оценок минимального  кон­
тр аста  ( M K ) , вклю чаю щ ее к а к  частные случаи ш ироко прим еняем ы е на 
практи ке  оценки м аксим альн ого  правдоподобия  (О М П ),  М -оценки [3, 4], 
М Н К -оценки. П усть в R p  определено m -парам етрическое  семейство F  
плотностей вероятностных распределений

F =  [ f (x ,  6), x < = R P \ Q ( = Q < ^ R m), 

где 0  — откры тое множ ество. Н абл ю дается  случайн ая  вы борка  X =  
—  { X i ' . i =  I, n ) d R p  объема п из распределен ия  f ( - ,  0°) с неизвестным

значением 0 ° е 0 .  М К -оцен ка  Q = T ( X )  оп ределяется  соотношениями [I]:
П

0 =  a r g m i n L  (0), L  (0) =  ^  g  ( x t, Q)/n,  ( I )
8 е е с .» =  I

где 0 е — замыкание 0 ;  g ( x ,  0 ) — функция контраста, такая, что Evo [g ( x ,  
0О)} < EV {g (х,  0)} ¥0=^=0°, 0 е 0 с; Ce» {•} — символ математического 
ожидания по распределению / ( • ,  0°).

Асимптотический (при п-+оо)  ан али з  М К -оцен ок  д л я  вышеописанной 
модели проведен в [I, 2]. О днако  на п ракти ке  м одельны е предполож ения 
часто н аруш аю тся  [3, 4]: вы борка  X  соответствует «е-искаж енном у» р а с ­
пределению  Р е ( - ) Ф ! ( - , 0°), теряю тся  оп тим альны е свойства  М К-оценок 
и актуальны  зад ач и  ан ал и за  и синтеза  робастны х (устойчивых) оценок 
[3, 4]. В н астоящ ей  статье  д л я  асимптотического (n-voo, е-^-0) ан али за  
робастности М К -оц ен ок  р азв и в ается  метод  асимптотических р азлож ени й  
[I, 5, 6].

2. Случай параметрических искажений Хубера. П усть в R p н а б л ю д а ­
ется «е -засоренная»  вы борка  X  из е-смеси распределений, с  плотностью:
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