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В ОПТ ИК Е И АКУСТИКЕ К РИ СТ АЛЛ ОВ

В В Е Д Е Н И Е

Теоретико-групповы е методы ш ироко прим еняю тся д л я  исследования  
ф изических систем. В частности, используется  метод теории групп и а л ­
гебр Л и . В электроди н ам и ке  групповые методы впервы е применил П у а н ­
каре, установив групповую структуру п р еобразований  Л о р е н ц а  и введя  
группу п реобразований  п оляризац ии  света, и зо б р аж аем у ю  сферой П у а н ­
к а р е  [ I — 3]. Сим м етрийны е исследования уравнений М а к с в е л л а  в в а к у ­
уме производились рядом  авторов [4, 5]. О днако  исследованию  симметрий 
уравнений оптики и акустики с учетом анизотропии, т. е. различны х 
уравнени й  связи, почти не уделено внимания. Эти уравнени я  определяю т 
ф ункции о тклика  м атери альн ой  среды на  внеш ние электром агнитны е или 
механические воздействия. Сю да относятся, например, так и е  х а р а к т е р и ­
стики среды  и поля в ней, к ак  операторы  диэлектрической  и магнитной 
проницаемостей , операторы  модулей упругости, гирационны е операторы  
и др. [6— 10]. Эти операторы  о б л а д а ю т  рядом  общ их свойств, вы водимы х 
из таких  ф ун дам ен тальн ы х  принципов, как  симметрия, причинность, 
устойчивость и т. д. без использования  микроскопических м оделей среды. 
Они тесно связан ы  с оп ераторам и  рассеян ия  волн [11]. Соотношения, опи­
сы ваю щ и е  эти свойства, при влек аю т при стальное  вни м ан ие  за н и м аю ­
щ ихся линейной и нелинейной электродинам икой  и акустикой. В ск р ы в а­
ю тся все новые некорректности, неточности р я д а  утверж дений, относя­
щ ихся  к  таким  свойствам. Это касается , например, гиротропных про- 
странственно-диспергирую щ их сред  [7, 9, 10] и р я д а  других случаев (см. 
[12]). Н овы е подходы требую тся д л я  описания усиливаю щ и х и нелиней­
ных сред. О бн аруж ен и е  способности многих физических систем к сам о ­
организац ии, сущ ествование эф ф ектов  обращ ени я  волновы х фронтов, 
с ж а т и я  состояний, оптической и акустической бистабильности и др. тр е ­
буют разр або тк и  описания, базирую щ егося на симметрийном анализе.

В настоящ ей  статье, являю щ ей ся  в основном обзором р або т  [9, 10, 
13— 17], р ассм атр и в аю тся  операторы  Кош и д л я  волновы х уравнений 
кри сталлооптики  и кри сталлоакустики . В р а б о та х  по оптике и акустике 
тот факт, что реш ения  соответствующ их уравнений о б л а д а ю т  групповы ­
ми свойствами, до недавнего времени остав ал ся  в тени. М е ж д у  тем его 
учет позволяет  производить си стем атизац ию  их волновы х свойств.

В екторная  при рода  электром агнитного  поля и поля смещений у п ру­
гих волн естественно приводит к  применению методов функционального  
а н ал и за .  Д а в н о  устан овлен а  глу бо к ая  аналогия  м еж д у  векторам и  (точ­
к а м и  в линейном пространстве) и ф ункциям и (точками в ф ун кц и он аль­
ном пространстве).  Я вления  дисперсии, анизотропии, гиротропии, д ихро­
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изма, отраж ения , преломления, диф ракции, реф ракц и и  и др. о пи сы ва­
ются на я зы ке  спектральны х р азл о ж ен и й  волновы х операторов . Среди 
последних важ н у ю  роль играю т операторы  Коши, п р ед ставл яем ы е  в ряде 
случаев  операторны м и экспонентами.

Д а в н о  известна ф орм а представления  р я д а  Т ейлора  в символическом 
(операторном ) виде:

n x + h )  =  eh l b f { x )  =  T i i f i x ) t  ( I )

где используется  ф орм альн ое  р а зл о ж ен и е  в р я д  операторной экспоненты

г . 2 - а д * - 2 - S - - ^  W
k=o  4 '  k=0

О ператор  ( I ) ,  (2) яв л яется  оператором  сдвига [11]. Больш ин ство  л и ­
нейных операторов, используем ы х в гармоническом анализе , связано 
с линейными оп ераторам и  сдвига Th, которы е о б л а д а ю т  групповыми 
свойствами

T 0 =  I, Та+Ь = T a T b, Т - а = Т ~ 1. (3)
Если Ta имеет  и н вариантны е подпространства  щ , то м ож н о р ассм атр и ­
вать  его действие на к а ж д о м  U; отдельно. К а ж д о е  одномерное и н вар и ан т ­
ное подпространство  и пор о ж дается  функцией /, ко то р ая  служ и т  совме­
стным собственным вектором  всех Ta.

I. Тензорные дисперсионные уравнения

У равн ения  М а к с в е л л а  д ля  электром агнитны х  векторны х волн H =  
=  H0((;)e~itoi, E =  Е0(^ )е“ іш<, где £ =  rn, п — единичный вектор волновой 
(ф азовой) норм али, имею т вид:

nX- f r =  И ф = 0 ,  ^oB =  O. (4)

Здесь пХ — антисимметричный тензор, дуальный вектору п; k Q =  — ; D и
В — индукции электрического  и магнитного полей. П ри наличии у р ав н е ­
ний связи D =  eE, В =  рН из (4) следует  уравнение  (см. [13— 15]):

nx e- i n X i | t  +  £0pH =  0. (5)

А налогично д л я  упругих волн и =  й ( £ ) е -іші (и — вектор смещ ения частиц 
среды) получаю тся  уравнени я  [15]:

Л  - 0 -  +  (BsIi =  ° . (6 )

Здесь (A )ac= -J- Ca b cd  n bn d, a -±- Ca b c d  — приведенный тензор модулей уп­
ругости [8], р — плотность среды. У равнения  (5) (и аналогичны е у р авн е ­
ния д л я  Е, D, В) т а к ж е ,  к а к  (6 ) имею т общую форму:

“ ■ ? ■  +  * 2 р  =  0> (7) 
где а  — некоторый тензор; х — с к а л я р н а я  постоянная. П ри этом следу­
ет учитывать, что в случае  (5) детерм ин ан т  | а | = 0 ,  а в случае (6 )
I а  1=^0. П оэтом у  в последнем случае существует  обратны й тензор а -1 
и уравнени е  (7) м ож ет  быть запи сан о  в виде:

d W  I d t f = - X 2O1- 1F. (8 )

К а к  известно, линейные д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  уравнени я  вида dF  Idt1-  
= x F  или d 2F / d t f — v.F, где х — постоянное число, имеют соответственно 
реш ения  F =  Cex  ̂ или

F =  С + е ^  +  С _ г ^ ,  (9)



где  С, С± — произвольны е постоянные векторы. Аналогично могут быть 
н ап исаны  и реш ения уравнений типа (8 ):

F  =  е+"-К  F 01 р =  J Z R T  ( Ю )

где F0 —  прои звольны й постоянный вектор, а в экспоненте стоит к в а д ­
ратн ы й  корень из матрицы , т. е. м атр и ц а  (3, у д овлетворяю щ ая  соотнош е­
нию P2= C t -1. Э кспоненциальны й оператор в ф орм уле  (10) удовлетворяет  
групповым условиям  (3) и явл яется  примером оператора  Коши. Т акие 
операторы  описы ваю т реш ения систем обыкновенных диф ф ерен ц и альн ы х  
уравнени й  [24] и в ли тер ату р е  иногда назы ваю тся  пропагаторам и.

Д л я  лю бой м атрицы , не имею щей кратны х собственных значений (и, 
следовательно , приводимой к д и агон альн ом у  виду), квад р атн ы й  корень 
определяется  просто. Если

X1

A =  S j  \  J s - 1, (11)

то
' + K x ;

KA = S I ± V h  ' | s_, (12)
+ V k

где  S — м атри ца , п рео б р азу ю щ ая  А к диагональной  форме. Поскольку 
во зм о ж н ы  все сочетания знаков, то V A  имеет 2п различны х значений. 
Выбор возм ож н ы х  значений |3 в решении (10) долж ен  производиться  на 
основании граничных или иных условий.

У равнение типа (8 ) м ож но получить из (7) и в том случае, когда а  — 
особенная  м атр и ц а  ( | а | = 0 ) .  Хотя при этом не существует  о б ратн ая  
м а тр и ц а  а -1, однако  вместо нее м ож но взять  псевдообратную  матрицу 
а ~  (см. [18]), и соответственно в вы раж ени и  (10) д ля  F будем иметь 

=  Д л я  трехмерны х тензоров с одним нулевым собственным з н а ­
чением в [19] дан ы  ковари ан тн ы е  алгоритмы  псевдообращ ения  и и звл е­
чения квадратн ого  корня. К овари ан тн ы й  алгоритм псевдообращ ения 
в общ ем случае лю бы х квад р атн ы х  м атри ц  излож ен  в [20]. В р езультате  
мы в любом случае  приходим к общ ем у выводу: д ля  плоских м онохро­
матических волн, к а к  электром агнитны х, т а к  и упругих, в произвольной 
среде векторы, х ар актер и зу ю щ и е волновое поле, до лж н ы  в ы р аж ать ся  
в универсальной ф орм е вида  ( 10) :

F (t, £) =  е*<»'-  *wt)F0, (13)
где N  — некоторый тензор; K = k o — (a/c д л я  электром агнитны х волн и 
х  =  a V P д л я  упругих волн. Соотношение, определяю щ ее тензор N,  по­
лучается  при подстановке в ы р аж ен и я  (13) в уравнение (7) и имеет вид:

CtA2- I  =  O. (14)
В случаях  (5), (6 ) м атри ц а  а  соответственно равн а  р -1  пх е - '  пХ или

^abcd ^b  ^ d 4
Если сравнить (13) с общ епри няты м  в литературе  вы раж ени ем , на-

£“) (< — — Л? )
пример, д л я  вектора магнитного поля  плоской волны: H =  H0 е с ’
где п  — п о казатель  преломления, то р азли ч и е  сведется к тому, что вм е­
сто с к а л я р а  п  появляется  тензор N.  Естественно поэтому н азвать  N  тен­
зором п оказателей  прелом ления . Этот тензор был введен в работах  
[21, 22, 9]. В одноосных средах  тензор N  имеет следую щ ую  спектральную  
форму:

А = п г е - е +  п0 [п е ] - [ п е ] ,  е =  y j E f L ,  (15)

где с —• единичный вектор оптической оси,
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«О =  V E0I п е =  ( -----T- .  в° Eg  гЛ  '0 е I S0 +  (ег—80) (п с)2 J (16)

— п о к азател и  прелом лен и я  обыкновенной и необыкновенной волн [6 , 7]. 
Точки м еж д у  векторам и  в (15) обозначаю т диады , я вл яю щ и еся  п о л я р и ­
зационны м и проекторам и  соответствую щ их волн [25].

Уравнение, связы ваю щ ее  п о к азател ь  прелом ления  с п ар ам етр ам и  
среды, обычно н азы в аю т  дисперсионным уравнением . Д л я  э л ектр о м аг ­
нитных волн в изотропной среде оно в ы р а ж а е т с я  соотношением М а к с ­
в е л л а  п2— е р , = 0 , в котором ф игурирую т только  ска л я р н ы е  в е л и ч и н ы 4). 
В к р и с та л л а х  дисперсионное уравнение, полученное впервы е Френелем 
и часто  н азы ваем о е  «уравнением нормалей» [6 , 7], имеет  более слож ный 
вид. О б щ а я  к о в а р и а н тн а я  ф о р м а  дисперсионного уравн ен и я  в прои зволь­
ных кр и стал л ах ,  где вместо скалярного  п ок азател я  прелом ления  ф игури­
рует  вектор реф р ак ц и и  т  =  п п  в общем случае комплексны й, бы ла полу­
чена в р аб о те  [23] (см. т а к ж е  м онограф ии [6— 8]). Введение вектора  р е ­
ф р акц и и  [23] позволи ло  св я зать  воедино таки е  ф у н д ам ен тал ьн ы е  х а р а к ­
теристики плоской волны, к а к  п о к азател ь  прелом ления , коэффициент 
затухан и я ,  н а п р ав л ен и я  ф азовой  и ам плитудной норм алей . О дн ако  д и с­
персионное уравнени е  оставалось  скалярн ы м  уравнением  д л я  вектора т .

П рим ененны й в [9, 10, 13— 17] подход п р ед ставл яет  собой дальнейш ий 
ш аг  в н ап равлени и  объединения  х ар актер и сти к  плоских волн, р асп р о ­
стран яю щ и хся  в прои звольны х средах . П оскольку  вместо скалярного  по­
к а з а т е л я  п р елом лен и я  вводится  тензор п оказателей  п релом ления  N , то и 
дисперсионное уравнение  [14] по необходимости п ри обретает  тензорный 
хар ак тер .  П реим ущ ество  такого  подхода состоит в том, что оператор 
(тензор) п о к азател ей  п релом ления  N  описывает  с р азу  обе изонормаль- 
ные собственные электром агнитны е волны, возни каю щ ие  в анизотропной 
среде (или три таки е  волны  в случае  упругих волн ) ,  т. е. все волновое 
поле, соответствую щ ее зад ан н о м у  п.

Очевидно, наличие  тензора  N  в экспоненте ф о рм улы  (13) означает, 
что ф а за

Ф= a t —xN% (17)

при обретает  операторны й х арактер .  Таким образом , введение тензора 
по к азател ей  п р елом лен и я  естественно влечет за  собой введение понятия 
операторной  ф азы .

И з  ф орм улы  (13) при ^ = 0 ,  £ = 0  следует, что F0= F (C ) ,  0 ) ,  таким  об ­
разом , в общ ем  случае

F((„ ?) =  ^ - « W F (0, 0). (18)

О тсю да ясно, что полученное реш ение имеет  эволю ционный характер ,
т. е. значение поля  в точке £ в м ом ент  t  оп ределяется  из его начального 
значения  при t = 0 , £ = 0  путем действия эволю ционного оператора  а 
(оп ератора  К ош и [24]):

F (t, £) =  o ( t ,  £ ) F ( 0 ,  0), a (t, £) =  exp ( і  ф). (19)

П оскольку  н ач аль н ы й  вектор F0 м о ж ет  быть лю бы м, то ф орм ула  (19)
относится к  общ ем у  случаю  расп ростран ен и я  плосковолновы х полей 
в анизотропной среде.

Д л я  стац ионарн ы х  (е, ц, Л  — постоянны) однородны х сред оп ератор­
ные реш ения (19) м ож н о зап и сать  в виде:

F (£, t)  =  ( e W t  а + е - 1к° К Ъ ) е м . (20)

П од  N  в (20) п о д р азу м евается  ветвь корня  уравн ен и я  (14), относя­
щ а я с я  к волнам , расп р о стр ан яю щ и м ся  в одном и том ж е  направлении п. 
Зд есь  N  — тензоры  второго р анга , а векторы  а  и b определяю тся  из н а ­
чал ьн ы х  условий при £ = 0 .

* Строго говоря, оптические свойства изотропной среды, ввиду  наличия вы делен­
ного направления п, т ак ж е  характеризую тся не скаляром  п, а тензором  N  (см. [16]).
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де

В предполож ении, что векторы F(O) и (<3F/dS)s=o известны, находим: 

F (S) =  G1 (С) F0 +  G2 (?) ( 4 Ц =0- (2 1 )

Gi(C) =  ^ P - = c o s ( f t o W £ ) ,  G2 (S) =  ^  sin  (£0М£) A M  (22) 

функции Грина (пропагаторы). Производные
SF(C)
6F (0) =  G1 (S), — ’1 P toj =  G2 (S) (23)р ,  (0)  I  g p ,  ( 0 )

являю тся  тензорам и  и характери зую т  зависимость решений (2 0 ), (21 ) 
от начальны х  условий в точке S— 0- Если F x(O) =  (GFZdS)S=O=^oAZF(O), 
то Ь = 0  и имеем одно условие

_ g _ | L  =  ei W  =  cos { k M )  +  lsin (W ) . (24)

Тензор N  — N '  IN" может быть назван такж е оператором адмитанса 

и диссипативен при [16] условии - ^ - ( A Z — N + )  =  N " 0 .

О ператоры  Коши ++> =  exp [tcop(S2 — Si)] ПРИ вещ ественны х п о л о ж и ­
тельных ©p(S2+ S i )  (однородные волны) явл яю тся  сж атиям и , т. е. 
1М+>|| =¾ I. В недиссипативных средах  N = N + .

В р я д е  за д ач  удобно использовать пространственно однородные 
(осцилляторны е) представления  полей в анизотропной среде, когда  з а ­
данны м считается  волновой вектор к [21].

У равнения  (7), (8 ) и, к а к  следствие, (13), (14) были получены из 
уравнений электром агнитного  поля  (движ ения упругой среды) в предпо­
ложении, что F = F ( S ) e “°T Если  ж е  теперь пространственное изменение 
величины F определяется  ф ормулой F = F ( Z ) e ' kr (плоская  в о л н а ) ,  то 
уравнени ям  поля  будут удовлетворять  эволю ционны е решения

F (f ,  S) =  et'<n'_ k r )F (0 ,  0), (25)

где Q есть тензор второго ранга , находимый из уравнения
£22- | - а ' = 0 . (26)

Д л я  электром агнитного  поля а '  равно  c2p,_1k x e_ 1k x , где с — скорость 
света. Тензор второго ран га  Q, стоящ ий в п о к азател е  экспоненты на том 
месте, где обычно находится  частота  со, естественно н азвать  тензором ч а ­
стот. Очевидно, он зависи т  к а к  от харак тер и сти к  волны ( к ) ,  та к  и от 
свойств среды (е, ц ) .  П о лож и м  д ля  простоты р = 1  и будем считать F =  
=  H 1 тогда д л я  Q находим из (26) вы раж ени е

Q =  Q ( k )  =  — - I - k X ( Q </ k 2 +  c28 - I)kX. (27)

Д л я  входящ их в (27) следов имеем вы р аж ен и я  [21]:

Q, =  c j / e K 1 к2 — ке-'к + 2 / к 2к ё Р  к, (28)

О; =  с2 K̂ k2 к е-1 к.
И меет место равенство

Q2= — ( k c N ~ ) 2. (29)
П редставлен и я  (18), (25) удобны д л я  построения негармонических 

волновых полей в анизотропны х средах  методом Ф урье [26].
М нож ество  всех F(Z) = е х р  ( іШ ) F(O) есть о д н оп арам етри ческ ая  полу­

группа (при S > 0 ) ,  с ж и м а ю щ а я  при | | F | | ^ 1 .  О ператоры  ik0N  (14), (15) 
и tQ (27) явл яю тся  ин финитезим альны м и или прои зводящ им и оп ерато ­
рам и (генераторам и ) соответствую щ их полугрупп. Ясно, что всево зм о ж ­
ные реш ения (ветви) тензорны х уравнений (14), (26) .характеризую т 
симметрию поляризац ионн ы х состояний в среде, т. е. виды тех п о л я р и за ­
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ционных состояний волн, которые переносятся  неизменными в различны х 
н ап р ав л ен и ях  норм али  п. При этом нар яд у  с изон орм альн ы м и волнами, 
р асп ростран яю щ и м и ся  в задан ном  н ап равлени и  п, появляю тся  ветви N  
и Q, соответствую щ ие встречным волнам, р асп ростран яю щ и м ся  в проти­
вополож ном  направлении.

2. Экспоненциальные френелевские операторы отражения  
от стратифицированных анизотропных сред

О дин из распространенны х способов описания п реоб разован и я  волн 
на гр ан и ц ах  к ри сталлов  основан на применении тензоров волнового со­
противления (тензоров им педансов).  С оответствую щ ая процедура в ы ­
числения тензоров о тр аж ен и я  и пропускания на границе двух  сред в об ­
щ ей ковари антной  операторной трактовке  с привлечением импедансных 
тензоров р а с с м атр и в а л а с ь  в [9, 10, 13— 17].

К а к  показано  выше, эволю ция электром агнитного  и акустического по­
лей  в однородных к р и стал л ах  х арактери зуется  экспоненциальны ми опе­
раторам и . Т а к  ж е  мож но запи сать  в экспоненциальной ф орм е ф рен елев ­
ские операторы  К о тр аж ен и я  волн на  границ е  р а зд е л а  анизотропных 
сред  или на многослойных системах. И н тегральны е экспоненты д ля  неод­
нородны х кри сталлов  рассм атри вали сь  в [13, 15].

Совокупности операторов  о траж ен и я  R  и пропускания D м ногослой­
ных систем р еал и зу ю т  некоторые новые разновидности  групп Ли.

В случае норм ального  падения упругих волн на однородную или с т р а ­
тиф ицированную  среду д л я  решения зад ач и  о тр аж ен и я  (рассеяния 
н азад )  мож но воспользоваться  методом пересчета входного импеданса  
[27]. В р аб о тах  [28, 29] этот  метод был обобщ ен на случай стратиф иц и­
р ованн ы х оптически и акустически анизотропны х сред.

Рассм отри м  в н ач але  однородный анизотропны й акустический слой 2, 
н аходящ и йся  м еж ду  анизотропными полупространствам и  3 и I. И з п олу­
пространства  3 на слой по нормали п а д а е т  упругая  волна

и (г, /) = и 0ехр [ i ( K z — со/)], (30)

где K=CopY- 1- feT2+ ^ 3T3 — тензор волновы х чисел [31], п  ( І=  
=  1, 2, 3) — поляри зац и он н ы е  проекторы. В олна  (30) п редставляет  со­
бой суперпозицию трех  изон орм альн ы х волн, волновые числа ( / =  
I, 2, 3) которых явл яю тся  собственными зн ачениям и  тензора  К  [31].

В слое 2 устан овивш ую ся в р езультате  многократны х отраж ений  р е ­
зультирую щ ую  упругую волну мож но представи ть  в виде суперпозиции 
двух  бегущих сум м арны х  волн вида (30), распространяю щ ихся  в проти­
вополож ны х н ап равлени ях : U2 =  ехр ( iK 2z) u 2 +  exP (— c'K2z) u j .  Здесь  и 
д ал е е  м нож итель  exp (— m l )  опускается. Н а  границе  слоя 2 и полупро­
стран ства  I (2 = 0 ) условия  непрерывности полных смещ ения и н о р м ал ь­
ной силы даю т

Yi ( u t  - f u ? )  =  Y2 ( u t  — ui"), (31)
где Yi. Yz — тензорны е им педансы  волн ви да  (30) [29] в полупространст­
ве I и в слое 2 соответственно. З десь  учтено, что тензоры  импеданса п а ­
д аю щ ей  и отраж ен н ой  волн отличаю тся знаком . Н а  границе слоя ( z =  
=  — /2, ось г  н а п р ав л е н а  из 3 в I ) ,  р а зд ел я ю щ ей  среды 2 и 3, справедливо 
равенство

Y2 [е~ІКгІ2 u t  — eiKil,u]7] =  Y0 [е~ІКгІ2 u t  +  еіКг1г u j ] .
О тсю да с учетом (31) получаем  следую щ ее в ы р аж ен и е  для  входного 
им педанса  у 0 анизотропного  слоя:

Yo =  Y2 [е~ІК2Іг —  еІК2‘2 (у2 +  Yi)-1  (Y2 — Y)] X  
X [er-iK.it Jr e CKth (у2 -I- Y1) - 1 (y2 —  Yi) I-1  • (32)

С ш ивая  акустические поля  на границе Z - - I 2 м еж д у  слоем 2 и полу­
пространством  3, д л я  тен зора  о тр аж ен и я  R  (U3= K u )  получаем

K =  (Ys+Yo) -1 (Y s-Y o). (33)



где "уз — и м п еданс  волны (25) в среде 3, а уо дается  формулой (32). Если 
имеем м ногослойную  структуру, состоящ ую  из N  слоев, то ее входной

по ф о рм уле  (32) [28]. Тензор отраж ения  многослойной среды аналогично 
(33) имеет вид:

где yN+i — им педанс  волны (30) в iV+ І  среде, ограничиваю щ ей структу­
ру  сверху. В ы р а ж е н и е  д ля  входного им педанса  [28, 29] существенно у п р о ­
щ ается , если тензоры  импеданса  у ;, і = 0 , I, . . . ,  N- \ - l  всех слоев к о м м у ­
тирую т м е ж д у  собой. В этом случае

С ледует  иметь в виду, что тензоры R  (33) и R n  (34) п редставляю т 
некоторое дробно-линейное преобразование, точнее, преобразование  Кэли 
[29, 30] тен зо р а  относительного импеданса . Д л я  плоской границы р а з д е ­
л а  двух  анизотропны х сред имеем

где Г — тензор относительного им п еданса  при падении волны из среды 
с тензором  внутреннего импеданса  у2 на  границу со средой I, в которой 
тензор им п еданса  волны равен  уі-

Тензор о тр аж ен и я  рассм атри ваем ой  структуры с учетом (35) пред ­
ставл яется  теперь в виде R =  (уг+ Y i ) -1 (Ya- Vi) =  ( I + Г )  ( I —Г) =  
=  е х р ( ІГ ) .  Л егко  проверить, что равенство  ( l-f-Г ) -1 ( I — Г) = е х р (ІТ)  
удовлетворяется  тож дественно при тензоре 7’= a r c t g ( t T ) .  Здесь  a rc tg ( iT )  
п р ед ставл яет  операторозначную  функцию  [32]. В итоге получаем:

С тр ати ф и ц и рован н ая  структура  в р езу л ьтате  о тр аж ен и я  звука  при 
норм альном  падении осущ ествляет  п реобразован и е  К эли тензоров отно­
сительного импеданса . Это, в частности, позволяет  использовать только 
экспоненц иальны е операторы, а т а к ж е  и зб еж ать  неограниченного в о з ­
растан и я  компонент тензора импедансов в определенных точках  отрезка  
интегрирования (см. т а к ж е  [33]). В случае  кусочно-однородной стр ати ­
ф ицированной среды преобразован и я  полей на границ ах  и в объеме, к ак  
видно из излож енного, характери зую тся  экспоненциальны ми о п е р а т о р а ­
ми одного и того ж е  класса , являю щ и м и ся  элем ентам и  групп Л и. Э ксп о­
ненциальны е операторы  описываю т т а к ж е  преобразован и е  поляризации 
волн, распространяю щ ихся  вдоль оси винтообразны х закрученных ан и ­
зотропных структур [9] (холестерические ж и дки е  кр и стал л ы ).  К а к  п о к а ­
зано  в [9], справедли во  соотношение:

где а —  п арам етр  закрутки.
П рим енение экспоненциальны х операторов  Кош и д ля  расчета  пропу­

скан ия  оптических кан алов  с произвольно ориентированны ми анизотроп­
ными элем ентам и  р ассм атри валось  в [9, 34] с помощ ью тензоров н ор­
мальной реф ракции N n, а т а к ж е  явл яю щ и х ся  генераторам и  групп Ли. 
П ри переходе от косого падения к  норм альн ом у  на границу ани зотроп­
ных сред тензоры N n и N  совпадаю т [34, 35].

Э кспоненциальные операторы  пространственно-временной эволюции 
использованы  в [9, 10, 36] д л я  описания  пространственной и частотной 
дисперсии электром агнитны х и упругих волн в анизотропных средах. 
С их помощ ью было выяснено, каким  образом  м атери альн ы е  тензоры 
в диспергирую щ их средах  могут вводиться  на р азн о о б р азн ы х  группах 
эволю ционных операторов. П ри этом были отмечены недостатки обычно 
применяемого подхода, связанного  с необоснованным распространением

импеданс уо м ож н о получить последовательны м пересчетом импедансов

£]w =  (Yw-f i — Ytf) 1 (Yw+1 — Ytf )> (34)

Y o !=  IYcf 1 —  і У ы  t g  ( K n  I n ) ]  [Yw —  і Уо  ‘ t g  ( K n  I n ) ] ~ 1 Yw-

Г =  Y2 1 Yi. (35)

(36)

(37)

[n E (z )]  =  e x p ( a f e n x ) exp (i&ziV)[nE(0)],
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ф о р м ал и зм а  групп эволю ционных операторов в изотропны х дисперги­
рую щ их средах  на  случай анизотропных сред.

В р а б о т а х  [25, 37] излож ен ковариантны й метод вы числения генерато­
ров N  групп Л и  в подвергнутых внешним воздействиям  к р и сталлах .

В р аб о тах  [38] р ассм атр и в ал ся  изом орф изм  групп S L  (2, с) и S O (3 ,  с) 
в за д ач е  о тр аж ен и я  света  от стратиф ицированны х анизотропны х сред. 
И сп ользован и е  полярного  р азл о ж ен и я  френелевских операторов  о т р а ж е ­
ния позволило применить д ля  их представления  векторную  п а р а м е т р и з а ­
цию, развитую  в [3, 7]. П ри этом оказал о сь  возм ож н ы м  достигнуть з н а ­
чительного упрощ ения  расчетов о тр аж ен и я  и пропускания д л я  слож ных 
многокомпонентных анизотропных систем ввиду простого зако н а  ком по­
зиции вектор-п арам етров  группы вращений.

В р а б о т а х  [39] операторы  К ош и были использованы  в приближ енны х 
операторны х реш ениях уравнений Гельм гольца  в геометрической оптике 
и акустике анизотропны х сред. В аж н ейш и м и х ар актер и сти кам и  таких р е ­
шений являю тся  введенные там  операторы  эйконала .

В [40] исследованы  случаи вы рож дения  генераторов  групп Л и для  
уравнений кри сталлооптики  и найдены условия возбуж дения  волн с к в а д ­
ратичной и кубичной координатны ми зависимостям и амплитуд .

Т аки м  об разом , в оптике и акустике кри сталлов  имею тся обширные 
области  применения теоретико-группового ан ал и за  на  основе полученных 
в цитированны х р а б о т а х  ком п актны х ковари антны х в ы раж ен и й  д ля  гене­
раторов  соответствую щ их групп.
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У Д К  530.145

И. В. Н И Ч И П О Р , И. Д . Ф Е Р А Н Ч У К , А. П. У Л Ь Я Н Е Н К О В

Р Е Ш Е Н И Е  У Р А В Н Е Н И Я  Ш Р Е Д И Н Г Е Р А  
Д Л Я  К В А Н Т О В Ы Х  СИСТЕМ В П Е Р И О Д И Ч Е С К И Х  ПОЛЯХ

В работе  [I] проведено обобщ ение нулевого при ближ ения  оп ераторн о­
го метода (ОМ ) д л я  аппроксимации собственных значений и волновых 
функций частицы, движ ущ ейся  в пространственно-периодическом поле и 
приближ енного  р асчета  квазиэнергетических состояний в поле, периоди­
ческом по времени. Специф ика р ассм атр и ваем ы х  случаев св я за н а  с тем, 
что волновые функции до лж н ы  удовлетворять  дополнительны м услови ­
ям, вы текаю щ им  из теоремы Ф локе [2]. П остроенны е в [I] базисны е п о­
следовательности  волновых функций нулевого п ри ближ ения  I1Fn0* (со)) 
обеспечиваю т достаточно высокую точность I % ) аппроксимации р е ­
шений при лю бы х парам етрах ,  однако  не п озволяю т построить в явном 
виде алгоритм  вычисления матричны х элем ентов  соответствующ его г а ­
м ильтониан а  д ля  произвольных кван товы х чисел, что затрудн яет  ис­
пользование  итерационной схемы. В связи  с этим п редлож им  ещ е одну 
м оди ф и каци ю  ОМ, которая  п озволяет  упростить вычисления в подобных 
случаях.

Рассм отри м  более детально возни каю щ ие  трудности на примере у р а в ­
нения М атье, соответствующего уравнению  Ш реди н гера  д ля  частицы 
с массой т — 1/2 в одномерном периодическом поле

( Я  — Е )  1F =  (р2 - f  h cos (2х)  — Е )  1F (х ) =  ( — l E / d x 2 - f  /icos (2х)  —
- ^ 1F(X ) =  O. ( I )

Будем  искать  решение этого уравнения , удовлетворяю щ ее  теореме 
Б л о х а  (частный случай теоремы Ф локе)

ф - ( х + я ) = е ^ ( х )  (2 )

с произвольным квазиим пульсом  — о п р е д е л я ющи м зонный 
спектр E n (k)  частицы в периодическом поле [3]. Д л я  построения волно­
вых функций нулевого при ближ ения OM  проведем, в соответствии с [I],
приближ енную  ф акторизаци ю  гам и л ьто н и ан а  ( I )  с помощ ью  пары  кан о­
нически сопряж ен ны х операторов:
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