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К ВО П Р О С У  О В О Л Н О В О М  Р Е Ш Е Н И И  
У Р А В Н Е Н И Я  Г Е Л Ь М Г О Л Ь Ц А  

В Н Е С Т Р А Т И Ф И Ц И Р О В А Н Н О М  В О Л Н О В О Д Е

К ак  известно, при наличии горизонтальной зависимости скорости 
звука получение волнового решения уравнения Гельмгольца

Ф гг 4 — Фг ~Т Фгг jT k2 (г , z) Ф =  0 ( I )

с  граничными условиями

Ф (г, 0) =  0, ф ; ( г , Я )  +  £ ф  (г, Я ) = 0,

где g  —  адмитанс полупространства 2 >  Я ,  Я  —  глубина волновода, вы 
з ы вае т  определенные трудности [ I ] .  Реш ить эту задачу  возможно, лишь 
задавш и сь определенным видом волнового числа k.

Пусть k2(r, z) =  Hil (Z) +  х ( г ) щ2(2 ) ; X- т п —  произвольные функции 
переменных г и z соответственно. Причем функция Inl (Z) определяет не
который «базовы й» профиль скорости зву ка  в данной среде, a Hii (Z) —  
возмущение, вносимое в него в горизонтальном направлении по з а 
кону х(г) .

Такой подход наиболее эффективен в случае, когда известны лишь 
д ва  экспериментальных профиля по трассе распространения и может 
быть задан  закон, по которому первый из них переходит во второй. Тогда 
решение уравнения ( I )  следует искать в виде:

CO OO

ф  (Г, г) =  2  2  Anv № » (*)  — 4P (z)bnpdp%/(\ + х ) ]  R np (г). (2)
п=  О р =  О

H , H  4 - 1

Здесь bnp =  ( ф„ (г) ц>р (z) dz, dp =  I f ц>2р (z)dz I —  нормирующий множи- 
о ' о '

тель, Anp —  коэффициент возбуждения, R np (г) удовлетворяет уравнению

г ( 1 Ч - х ) 2Я" +  (1 +  X) (I + x - 2 r x ' ) R '+  (r(\  +  X)3 — гх ( I + х П І ~
- г ( Г (  I +  Х ) - 2 Х ' 2) - Х ' ( 1  +  Х ) 1 ^  =  0  ( 3 )

(штрих означает дифференцирование по г) ,  а ф,г (-г) и фр(г) являются 
решениями следующих граничных задач  Ш турма —  Лиувиля:

Г + ( Щ  (Z) -  а 2) ф =  0, ф (O) =  0, ф' (H)  +  gA> (H) =  0, (4)

ср" +  (шх (г) —  т2 (г) —  |р) ф =  0, ф (O) =  0, ф' (H)  +  gif (H)  =  0. (5) 

Следует иметь в виду, что ф„ (г)  =  ^  bnpd pifp ( z ) , в чем нетрудно убе-
р

диться, домножив обе части равенства на ф/, и интегрируя по z от 0 до Я  
н

при условии (фйфpdz =  0, (k Ф  р).  Если ш2х =  0, го последнее разло-
9

жение сводится к хорошо известному решению однородного уравнения
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1.50 1.51 с, км /с 1.50 1.51 с ,км /с

Зависмость профилей скорости звука от расстояния для D =  I, г =  5 (/),
20 (2 ), 35 (3 ) и 50 (4) км:

о — XM =» D r2; б — x ( r )  = Dlr-

Гельмгольца: Ф (г, z) =  2  An IJj71 (г) Я о ”  ( а п /■), Н [Х) —  функция Ханкеля
л= 0

I -го рода нулевого порядка.
_[

Рассмотрим теперь уравнение (3).  Подстановка R (г) =  ( \ +  % ) у { г ) / г 2 
приводит его к виду

У" +  [ (2 r ) - 2 +  а*  +  (ап — I 2p) х] у =  0 (6)

и для к(г) =  Dr2i например,

_ _i_ _i_

У (г) =  г 2 Г ,  о ([D { l l ~  al)\ 2 г-),
j _

где t =  ал/[4 {D (^2p — а 2п) ) 2 ], D —  константа, W  —  функция Уиттекера. 
На рисунке (а)  приведен один из возм ож н ы х (для данного примера) на
боров идеализированных профилей скорости зву ка , взятых при D = I h  
г =  5, 20, 35 и 50 км, причем экспериментально заданными считаются 
только первый и последний из них. Аналогичным образом можно полу
чить решение для случая % ( r ) =  D/r2. П осле несложных преобразований 
будем иметь:

Ф ( п  г) =  2  2  Anp Wn (Z) (I +  Dr*) -  Vp (Z) bnpdp] H l l) ( a n r)/(Dr*),
п = 0  р =  0

V =  [ D ( ^  — <4 )] V 2.

С оответствую щ ее изменение профилей с расстоянием приводится на ри
сунке ( б ) .

В случае, когда в данной области присутствует распределенный 
источник, заданный функцией

F  (г, z) =  2  M O f t ( z ) ,
/=о
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Ф  ( Л  2) =  2  2  2  Я W  (Фп (2 )  —  Фр ( 2 )  Ч р  dp х / (  I +  X) ) ,
п =  О /9=0 / = о

где

в ы р а ж е н и е  ( 2 )  п р и м е т  в ид :

Rnpj =  +  В Д , ,  J d r / ( £ * “p) +  R nJ  ( I  AAnp J  (г) dr)dr/ (E R 2np),
E =  r/(  I +  х ) 2. Ru D2 —  некоторые константы [2]. В частности, при 
F (г, z) =  5 ( z  — zo)6(r) получим

~ ~ j_
Ф ( г ,  2 )  =  — 2  2  Ф р ( 2о) [ ф р ( 2 ) ^ р Х  —  Ф п ( 2 ) ( 1  +  % ) / Ь п р \ У п р { г ) / г 2 .

п = 0  р =  0

При некоторых значениях функций Itii (г) и m2(z) возможно получить 
решение задач  ( 4) ,  (5) в конечном виде. Более подробно этот вопрос был 
исследован в [3] для целого к л асса  зависимостей скорости звука от 
глубины.
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У Д К  517.977
С. ТАГАЙ Н АЗАРО В

К Р И Т Е Р И Й  О П Т И М А ЛЬ Н О С ТИ  И С УБ О П Т И М А Л Ь Н О С ТИ  
В О ДН ОЙ  С П Е Ц И А Л Ь Н О Й  З А Д А Ч Е  

Л И Н Е Й Н О Е О  П Р О Е Р А М М И Р О В А Н И Я

Пусть / =  { I ,  ... , m), J  =  { I ,  ... , п), К  =  { I ,  , k }, L  = { 1 ,  ... , /},
A0 =  A0 (A, J ) ,  B0 =  B0 (L, К),  H =  H ( I , L)-, р <= R+ ; 6*, b* Am; х, d*, 
d* GE Rn-, у, /*, /* GE R k', X =  { х ^  Rn-. У Р =
=  {// е  Aft : р/* <  у <  р/*}, А =  HA0, В =  HB0, ha) — І-я строка матрицы 
Н, Q =  { z ( E R l :Z =  А0х, х ё Х } ,  Z =  {z : 6* <  Az <  6* } ,  5„ =  { z g  Аг: Z =  
=  В 0у, у <=Yt), Zp =  {z: z =  Z1 +  г2, z + Z ,  z! g S (} ,  Н - < ° ° ,  Qfl Zp =/=0 

Задача . Найти оптимальный план Z0 е  Q*:

Z0 е  Q П Zp", Q [\ Zp =  0  при р <  р°. ( I )

ПуСТЬ /оп С  /, J o n CZ J ,  K o t iC Z  К', К * ,  К *  CZ К оп,  j A u | +  | K i  | +  | К *  \ =  
=  IZorrI - f - 1 AonI + 1. Рассмотрим д ва  случая: I. А* П А * =  0 ;  2. А* П А* =  &о,
U k o )  ^ Р а 

сформируем множество

f [А0П\ ( А *  U A *) ]  U kt, если А * П А * =  0 ,

К{оп) =  I А 0П\ ( А . ,  U А *) ,  если А ,  П 10 k0, /* (£„) Ф  /* ( * 0),
где —  дополнительный индекс, соответствующий переменной р : ykp= p . i 

Построим матрицу Don =  D {10п; J on, А (0П)) с блоками D (/оп; J on
А0П\ ( А *  U А * ) )  =? (А (/оп, J 0J  —  А (/оп, А 0П\ ( А *  U A * ) ) ;  D ( / on, А) =  
=  (А (/оп, A J  f ,  ( A J  +  В  (70п, A J T ( A J ) .
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