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М И Н И М А К С Н О - М О Д У Л Ь Н Ы Е  ЗАДАЧИ  
К У С О Ч Н О - Л И Н Е Й Н О Г О  П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я

Постановка задачи. Пусть f ihlt (х) =  аІШ х +  bihlt, t ^ T ikl, /г GE/Cl, 
I ^ L i , f e / 0= { 0} UA / =  { 1, 2, т } — линейные функции векторного 
аргумента x ( J ) ,  J  =  { I ,  2, . . . ,  п).  Образуем с помощью их как компонент 
кусочно-линейные модульные функции

f i h l  i x )  =  f i h l  =  a ikl X +  Ь іЫ +  2  \ f i h l t l '  2  I I’
ieTikl t̂ rIkl

т'ш , T iklc z T i kh A e K j 1 ( е Д  i g /0.

Используем эти функции для формирования кусочно-линейных мини­
максно-модульных функций

fi (х )  =  at x + b i +  2  max. fihl +  2  m i n Asn Д+> L ~ <= L ‘> 1 ^  Д.- 
гегф issi.

Минимаксно-модульной задачей кусочно-линейного программирования 
назовем задачу

/о(х)-нп іп , f i(x)  =  0, i e / ,  d * ^ . x ^ .d * .  ( I )

П усть х —  план задачи ( I ) .  Введем множества:

T w ( X ) = I f e T W Z jwt =  O), T 0 =  U . U .  U Tfkl (X),
k€zK[ ItEiL i&Io

T iki (х) =  [t E zT  iki: fikit > 0 )  U U £= Tiki : ftkit <  0}»

7 +  —  U 7 ¾ ,  T iki =  [t SE  7"iki : fikit <■  0 }  U К £  7 Ш : f ihlt >  0 } ,

7 -  =  U 7 ш ,  Т ' =  U T m , Т" =  U Т « , .

Таким образом, множество T0(X) разобьем на два непересекающихся 

подмножества T0+, Т°~ и введем обозначения: T+ = T + U T 0+; T ~ = T ~ U T ° ,

T0+ =  (T + П T ' ) U ( T-  П Т " ), T0- =  ( T+ П T " ) U ( T ~  П T ') .  М ножество всево з­
можных разбиений вида t = ( T 0+, Т°~) обозначим через Т. К аж д ом у  эл е­
менту t этого множества соответствует многогранная область X, « -м ер ­

ного пространства, определенная соотношениями: Т + (х)  с= Т + ( х ) ;

Т ~ ( х ) с Т _ (х ) ,  x e l .  В области X функции /¾/ имеют линейный вид:

f i h l  ~  a ik lx  j T Ь ik i  j T 2  I f ih l t  I— 2  \ f ‘ klt \ —  а Ш  х  j T Ь ім -

t(=rikl

Здесь A1JU =  Gifc;+ 2  a , hlt— 2  й Ш Б  ^Si =  ̂ 'Si +  2  ^ihlt 2  ^ i h l f

і е г 0+ і е г 0 -  і е г 0+ і е г 0 -

Далее построим множества KTi — { se / C ):  co;s, ( x )  =  0) ,  I ЕЕ. T i,

Ku — {s ЕЕ Kp- Wis, ( х ) > 0 ) ,  / S  T+, К;; =  {s KEEP co;s;(x)<c0),/cET—, *£E/o>

где со;,, (х )  =  /г, (х) —  /+, (х ) ,  Z e I +  г б / 0; /гг =  m a x /+, I е  L+ , =
s s k )

=  min /+ , Z S  I + ,  Z GE lo­
s e +
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Наряду с планом а  рассмотрим псевдоплан х =  х +  Ах. Предположим, что 

вектор а-такой, что: T +  (а )  с= L +  (а ) ,  Т ~ ( х ) а Т ~  (а),  K u (а )  с= K u (a),  Z g

G  L+, Л',7 ( a )  c z  Ku (л:), I G  LA, Z G  /0. Множество Mn, / g  L',  j  g  Z0, ра­
зобьем на подмножества:

KTi =  {s G  Mn (.V): co,-st ( а )  =  0}, I G  L ';  Mn = | s e  Mn ( a ) :  cotst ( а )  >  0), 

IE=-L1Jr ', Ku — { s G  Mn ( a ) :  Cotst ( а )  <  0}, Z g  LL, ( е / 0- 

Из каж дого м нож ества M ,̂ Z e L i , ZeZ0, выделим один индекс s , t. К а ж д о ­
му Z e L i , ZeZ0 припишем вектор р и\

Ps S =^= S ; ; , Psц ~  К  S G  M t -

Совокупность рг/, / e L ' ,  ZeZ0 обозначим через р (. Пусть P t —  множество 
всевозм ож н ы х наборов p t. Д л я  произвольного разбиения M =  (Z, p t) в в е ­
дем задачу

а о Д а - >  min,

а , -A a= O , Z g Z ;  а ; A x J a l, Z g Z „ :; at A x J a l, Z g Z * ;  (2)

Л ( 7 ° + ,  У) A a  >  у ( T 0+);  A ( L 0- ,  У) A a  <  у ( 7 ° - ) ;  У* -  а  <  A a  < У *  -  а ,  

где

Л ( Г ,  У/М)
^ wt (У/М)

Z G L j h t, ZiGZYt, Z g L ' ,  Z g Z 0

Y ( L 0+) =  - / ( L ° + / a ) ,  y ( L o - )  =  — f (T °~ /x ) ;  

a I - ^ i s k i x ) i L g L ' ,  s g  Mi,  Z g Z 0, Zg  Z;i. (J Z*; 

=  ft; +  aIsitU Z g Z 0;
/ e i '  "

/* =  U U Kki / s ih, I* =  u U K t /stft.
ie/° t e i +  tS/° t e b l

З ад ач а  (2)  имеет, по крайней мере, один план Aa =  O. Очевидно, что если
A0 —  оптимальный план задачи ( I ) ,  то план Aa0 =  O оптимален в з а д а ­

че (2 ) .  Совокупность S 0(M) =  {Zon, Уоп], Zon =  ZIJ Zon* U Zon U L 0^ U L 01T на­
зовем опорой, если det Aon (M) Ф  0, Aon (M) =  (atj, Z g Z m , / G y on).

По опоре построим векторы потенциалов u ( Ion/N),  оценок A(JhIN),  
J h  — J / J  on-

J ( I 0J N )  = Z j J 0J N )  A J 1 (N),

A' ( J J N )  =  u' (I0J N )  А ( I оп, J J N )  - Z o  ( J n).
Согласно теории Л П  [I ,  2], для оптимальности плана Aa =  O в з а д а ­

че (2) необходимо и достаточно сущ ествование такой опоры S 0, что для 
u ( I 0J N ) ,  A ( J hIN) справедливы соотношения:

U1J  0 при а ; =  0; U1 -  0 при а г >  0, Z G Z ont.;

U1J  0 при а, =  0; U1 =  0 при а, <  0, Z G Z on;

Ut <  0 при Yt =  0; Ut =  0 при Yt >  0, Z G  L 0L;

ut J  0 при Yt =  0; Ut =  0  при Yt <  0, Z g L

Aj- Д  0 при Xj =  У*/, Aj J  0 при Aj- =  dp,

Aj =  O при У *; <  Aj- <  У/, / G y n.
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Обозначим M —  множество всех разбиений типа N =  (t, p t), M ( S 0) —  мно­
ж ество  всех разбиений, для которых опора S 0 вместе с вектором A x=O  
удовлетворяет критерию оптимальности в задач е  (2).

Совокупность опор S ij', г =  I, t, / =  I, назовем оптимальным пакетом, 
если U U M(SV) =  M1 M(SV) O M ( S M ) =  0 ,  (i, j ) ^ ( i u J1), i =  U ,

І> I j> I
i i = l ,  t, /=1 ,  с/i, j  1 =  1, qir  Справедлив следующий пакетный критерий 
оптимальности. Д л я  локальной оптимальности плана х в задач е ( I )  не­
обходимо и достаточно существование оптимального пакета опор.
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А. О. АБД УРАХ И М О В

Г А Р А Н Т И Р О В А Н Н А Я  М И Н И М И З А Ц И Я  
СОВ ОК УП НО С ТИ  К В А Д Р А Т И Ч Н Ы Х  ФУНКЦИЙ

Пусть / =  { I ,  2, . .  . ,  п), T, K t ,  КТ, t е  T,■— заданные конечные мно­
ж е ст ва  индексов, Kt =  K t  U К  Г ; T+, T- —  некоторые подмнож ества мно­
ж ества  Т: T+ U T-  =  Т, Т+ П T-  =  0 ;  D, Dkt, k е  Kt, t ^  Т ,—  симметрич­
ные я Х я -м а т р и ц ы ; 0, Dht^ 0; d*t d* t а, a ht, k ^ K t ,  t ^ T ,  —п —  век­
торы; Ь, but, k ^ K t ,  t ^ T ,—  скаляры.

М ножество I  =  { j e  Rn : d.  ̂ =¾: х ^  d*}  назовем множеством планов. 
На плане х вычислим значения квадратичных функций п переменных 
X =  (х,-, /<=/):

fht ( * )  =  х' Dhtx / 2 +  a t  х +  bht.
Считая функции fht(x), k ^ K t , t ^ T ,  компонентами целевой функции 
экстремальной задачи, гарантированным значением целевой функции на 
плане х  назовем число

f  (х )  =  x'Dx/2  +  а'х +  b +  f+ (х) +  f~  (х ) ,
где

Z+ W  =  2  т а х /« ( * ) ;
^ T+ kSKt

f ~ ( x )  =  2  m in /w w -
ksKf

Простой задачей гарантированного квадратичного программирования 
назовем задачу

/ (x ) -* -m in ,  х е і  ( I )

Задача ( I )  представляет задач у  кусочно-квадратичного программиро­
вания.

Ц ель данной статьи —  реализация конструктивного подхода * для 
решения задачи ( I ) .  Понятия оптимального плана, локально-оптималь­
ного плана вводятся  стандартно. Пусть х — план задачи ( I ) .  В окрест­
ности плана х  проанализируем функцию f (z ) ,  z е  Rn, с целью идентифи­

* Г а б а с о в Р., К и р и л л о в а  Ф.  М.,  К о с т ю к о в а  О. И., Р а к е ц -  
ки й В. М., T я т ю  ш к ин А. И. Конструктивные методы оптимизации. Мн., 1984, 1986, 
1987. Ч. 1— 4.
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