
J -  f dz — I 
K J  / 2(2» +  i) “

Переменные t и h в (10) сязаны соотношением Ii2 =  4 /3 —  4 І. Д ля пере

хода в ( 10) к переменным z и v необходимо сделать замену г =

6. И сходя из решения ( 8) скалярной задачи Римана получим, что 
искомую функцию f  в (6) можно взять в виде:

/ (г, у) =  [Ф Ш п exp I —  п J  dco „  (т)  |. ( 11)

E
О сталось  найти явные аналитические выражения через z и и для симво
лов, входящих в правую часть ( 11) .  В качестве ф в (11)  можно взять

ф (£ ) =  z —  Z0, где  z =  /о(С). z o = —!— , а /0 из (1 0 ) .  П р авая  часть ( I  I )  —
1 O

целая рациональная функция от г, v. Она имеет нуль кратности п в точке 
(z0, — uo) и полюс кратности п над точкой г = о о .  В зависимости от чет
ности п возникают два случая. Д л я  четного п искомая функция / будет 
иметь вид:

f (z ,  v) =  (A0 +  A1Z +  ... +  Am+2zm+ 2) +  v (B0 +  ... +  B mzm). ( 12)

Если ж е  п нечетно, то дополнительно предполагаем, что /(0, 0) =  0, 
поэтому

f {z ,  v) =  (A1Z +  ... Am+2z'n+ 2) +  V (B0 +  ... Bmzm), (13)

где A0, . . .  , Ат+2, B 0, . . . ,  Bm —  неопределенные коэффициенты. Их общее
число (2т +  3, если п нечетно, и 2т +  4, если п четно) равно л. Д л я  на
хождения этих коэффициентов необходимо решить систему п линейных 
однородных уравнений 

d k

dzk
f (z ,  V(Z))

Z = Z 0 

-V0
0, Jfe =  0, п — I .  ( 14)

Существование нетривиального решения системы (14) вытекает из су 
ществования нетривиального решения задачи Рим ана (7 ) .
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У Д К  62-501.7
Г. А. Х А Ц К ЕВИ Ч . А. В. П О Н О М АРЕН КО

О Б Н А Р У Ж Е Н И Е  Н Е О Д Н О Р О Д Н О С Т Е Й  
Р Е Е Р Е С С И О Н Н Ы Х  М О Д Е Л Е Й  

ПО З А В И С И М Ы М  В Ы Б О Р О Ч Н Ы М  Д А Н Н Ы М

I. Постановка задачи. Рассмотрим линейную многофакторную ре
грессионную модель, с помощью которой, например, могут быть описаны 
информационные системы, функционирующие на фоне помех:

р

% = 2 м * ) * « ( 0  +  Ь. І =  I, 2, ... , т. (I)
1=1
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В модели ( I )  неизвестные параметры 0Д/), t =  I , • • • » P в  некоторые мо
менты времени t j ^ { p - (-1, . . . , Т ) , / =  I, . . . ,  /, такие, что

min (tj — t j - i ) >  P1, t0 =  О, P1 =  kp, & > 1 ,
I <i<J

могут скачкообразно изменять свои значения:
j

0i'(O =  0i(O) +  2  (е,(/)- 0(/“ г =  I,  ••• , р,  ( 2)
/=і

где е ( т )  —  единичная функция Хевисайда; 0(-; _  11, } — I ,  J ■
Заметим, что если Btj такой, что 0(- =  0, уравнение (2) представляет со
бой структурную неоднородность модели ( I ) ,  если же Vtj , вр^фО,  то 
имеет место параметрическая неоднородность модели в р ам ках неизмен
ной структуры.

Проблеме обнаружения моментов «разладки» {/,} посвящено боль
шое количество работ [ I ] .  Особенностью данного объекта исследова
ния ( I )  является  коррелированность ошибок наблюдений gt, / = 1 , . . . , 7 1, 
образующих гауссовскую  последовательность центрированных случай
ных величин, для которой:

а 2р (/, s), если t=£s
о 2, если t =  s, t, s =  I ,  .. . , Т ,  

где M —  символ математического ожидания.
З ад ач а  состоит в обнаружении моментов неоднородности tj, j — I, / 

в условиях линейно независимых переменных X i { t ) ,  t =  I, по
наблюдениям уи . . . ,  ут.

2. Метод решения задачи.
В целях последовательной обработки наблюдений оценивание неиз

вестных параметров модели будем осущ ествлять адаптивным (рекур
рентным) образом, предварительно осуществив декорреляцию ошибок 
наблюдений t=\ ,  T и ортогонализацию независимых переменных

JCt(О, І =  I. P-
2.1. Декорреляция наблюдений.
Перепишем модель ( I )  в матричной форме в предположении ее одно

родности (когда модели ( I )  >-оо):

у (T) = X ( T )  - 0 4 -6 ( 7 ') ,
Zx1 ( I )  . . .  Xp ( I )

где у (T)  =  (ylt ... , ут)', 0 =  (0 !,  -  , 0р)\  X ( T ) =  :
Vx1 ( T ) ... хр (T )

I (T )  =  (II, ... Лт)'.
В  силу теоремы Гаусса.— Маркова [2] оптимальными оценками парамет

ров 0;, t = l ,  р являются МНК-оценки;

0 = a r g m in  Il у (T )  X  (T )  0 І|*-і(Г), (3)

где Il 2 f A =  z'Az, R ( T )  =  M j(£  ( T )  Г  (T ) ) .

Д ля представления 0 в рекуррентной форме воспользуемся оператором 
декорреляции D(T) ,  предложенным в [3] и представляющим частный сл у 
чай разложения Холецкого матрицы R - { (T)\ R~l (T) =  D'(T) D ( T ) . Тогда

0 =  argmin у у°  (T)  —  Xd (T)  0 ||/ ,
О г

где IjD(T) =  D ( T ) I j ( T ) ,  X d (T)  =  D ( T ) X ( T ) ,  (T)  =  D ( T ) I ( T ) .

2.2. Ортогонализация независимых переменных.
По результату Хотеллинга [2], ортогональная матрица плана
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эксперимента Q(T)  позволяет минимизировать полную дисперсию M H K - 
оценок параметров, т. е.:

Q (T)  =  argmin tr V (0 (X (T))),
X(T)

где I/ (0) =  уИ (0 —  0) (0 —  0 ) ' ) ,  tr А —  след матрицы А. Поэтому, исполь
зуя процедуру ортогонализации Грам м а —  Ш мидта, преобразуем модель 
декоррелированных наблюдений к виду:

у°  (T) =  X d (T)  0 +  I d (T) =  Q (T) Qu +  ID ( Г ) ;  Qa =  {/0, (4)

где U —  верхняя треугольная матрица, a Q'(T) Q (T) =  Iv .
2.3. Рекуррентная форма M H К.
С целью выбора универсального задания начальной оценки п ар ам ет

ров итеративного алгоритма воспользуемся процедурой Алберта [4], по

зволяю щ ей генерировать оптимальные оценки Qu (t, е) параметров Qil мо
дели [4], начиная с обработки первого наблюдения. Из [4] М НК-оцен-

ка 0гі(О имеет вид:

0„ (O =  Hm Q11 (t, г), X t =  I ,  .. . , Т,

где

Qu(t, е) =  QB( t ~  I,  e) +  Y ( 0 - ( ^ - < 7 ' ( 0 M < - l .  е))> 0„(О, в) =  0. (5) 
В  процедуре (5) коэффициент влияния y(t)  вычисляется по разным фор
мулам [4] в зависимости от сравнения текущего объем а наблюдений t и 
числа неизвестных параметров р.

2.4. Обнаружение моментов неоднородности модели.
Последовательно опишем процедуру обнаружения tj. Пусть j — 1-й мо

мент неоднородности обнаружен и ’ !получена его оценка tj—u / =  2, J .  
Т огда решение задачи обнаружения момента неоднородности tj моде
ли ( I )  основано на критерии проверки статистических гипотез:

Hot : 0 (Tr) =  0</-1) (нет «разладки» в T G  [/■—ь t \),
^  (^) 

Ни  : 0 (т) =  0(0 (есть «разладка» в т ё  [tj— ь  t] ), t > t j - \ - f  р х +  I

с  заданным уровнем значимости а. Реш ающ ей функцией проверки гипо
тезы (6) служит статистика F -критерия [2], которая в силу гауссовости 
и независимости наблюдений у? ,  t =  I, T представляет собой статистику

критерия отношения правдоподобия (при фиксированном :

F  (t) =  8 l) - V - I i- X - P 1 -  I ) ,  (7)

где S ( t )  —  сумма квадратов отклонений у х — у%, T =  I ,  t:

S  ( 0  =  11 у°  ( 0 - Q  ( 0  е л о  Г
Статистика F  ( t ) следует центральному распределению Фишера— Снеде-

кора с H1 =  I и «2 =  t —  tj- 1 —  P1 —  I степенями свободы (в случае спра
ведливости гипотезы Hot) и имеет нецентральное распределение Фишера—•
Снедекора с аналогичными степенями свободы и параметром нецентраль
ное™ б (t) в противном случае. Тогда реш ающ ее правило обнаружения 
момента неоднородности модели tj имеет вид:

Если F ( t ) < . F ~ l л ( I — а) ,  то Hot не противоречит выборке
I, t~7._Jl-Pi -  I

у?, т =  t ]ZVt.  ( 8)
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tj =  min [ t : t >  tj-\, F (t) >  F ~ l Л ( I — а) ) .

В  правиле ( 8) Е ~ ‘ ^  (I  — а )  квантиль порядка I —-а  распреде-
t t .—, Pi I

ления Фишера— Снедекора.
Заметим, что параметр нецентральности имеет вид [5]:

б (0 =  W  (t) де„ ( t ) f / ( M  U f ) 2+ ? '  (О I/ (0~ (t -  I ))  q ( 0 ) ,  (9)

где q' (t) —  строка с номером t матрицы Q(T),

Д0„ (0 =  (07 -  0(/~11... 07 -  еу- ■>)'.
Статистика (7) м ож ет быть вычислена рекуррентным способом, основы
вая сь  на теореме из [5]:

Теорема I. Формула вычисления кумулятивных сумм квадратов от
клонений S (t) между экспериментальными и вычисленными по модели 
наблюдениями имеет вид:

Если F (t) F  1 Л ( I — а),  то Hot следует отклонить.

5 ( 0  =

о/, ю D)2 _  7  ,3  (г —  I ) -------------------------- - ------------------------------ , если t ^ >  t j ^ l  j T P

(t) V Qu( t ~ W )
S (t —  I ), если t <  tj- 1 +  р, S  (tj i ) =  0.

2.5. Свойства решающего правила обнаружения неоднородности.  
Лемма.  (С вязь  м еж ду  нецентральным и центральным законами р ас

пределения Фишера —  Снедекора)
_ _б_

2 е 2 (  б I
I ~2 / \ Pf  («1+ 2*. п2, о) (х) ■ Ch (х), х GE Rу., ( 10)

6 = 0  ‘

Пі +  2 6  v л ,-(-2 / г+ п 2
Щ  I 2 I п ‘2 (Щ  • л:^  cW O rf^ rfr J Ч r f V  'J ;

в) ( х )  — плотность распределения вероятностей (п. р. в.) централь
ного и нецентрального закона Фишера —  Снедекора соответственно.

Д ок азате л ьство  лем м ы  следует из явного вида п. р. в. нецентрального 
закона Фишера —  Снедекора.

Теорема 2. Мощность критерия (8) является монотонной функцией 
параметра нецентральности 6 (0 , т. е.

W ( 0  =  P (F  ( 0  >  F  1 ~ ( I — а ) / б ( 0 ) - > 1  при 6 ( 0 - э - ° ° -

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим Л =  K-1 ~ ( I — а)  и Ц 1 )  =

б (t) /1П1=  — тогда из ( 10):

I гР 1- 1

Г  (0  =  1 —  2  r f » . . . . . ,  W - C M d x = I -  2 5¾ ¾
6 = 0  ■ О 6 = 0

Вычисляя производную W ( 0  по X, имеем — =  2 — I'— ^ h -  E fe +  i).
6 = 0

Интегрируя E fe по частям, легко показать, что F k —  E fe+ i > 0 ,  тогда 

— r f - > 0 .  Далее, существует константа 0 < Е 0< о о ,  что E ft <  L0 Xdh
(  H2 \ k
I А + —2~

X У А +  І Г У ’ 0ТКУда:
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VI (  A +  H T  Y  «“ * —Я
V = 1 - ^  ! W ' ” -

A=O 4

С другой стороны, Г  ( / ) <  I,  VX, так как E ft >  0, V/г. Переходя к преде-
пг

лу при X оо в неравенстве I — L0 е 2M-Hsi ( / ) ^ 1, получим
I i m  W (t )  =  I .
я->~

Следствие.  Д л я  частного случая модели ( I ) — «неоднородного» сдви
га: уt =  0( / ) + 1;, где

M l i =  О, M (I i ■ l s) =  P1 *~s I, | р | < 1 ,  t, S =  T T T ,  (11)

мощность критерия W (/) возрастает  при рф ( — I) и убывает при p f  I. 
Д о казател ьство  основано на теореме 2 и выражении для б (/):

л т _  ( 1 - р )  ■ (А0(<))»________________ _ „
( 1 + Р )  • (I  +  (I —  P)/(l +  P +  (I —  р)(/— 2 ))) ’ ’

полученном по упрощенным формулам декорреляции [6] для зави си 
мости ( 11).

3. Программная реализация алгоритма обнаружения неоднород
ности.

Предложенный критерий (8) реализован в виде паскаль-программы 
(компилятор турбо-паскаль версии 4,0 и 5 ,0 ) ,  которая м ож ет быть 
использована на любой П Э В М  (Е С  1840, ЕС  1841) в операционных си-

Результаты моделирования

Коэффициент корреляции

0 ,0 5 0 ,2 0,4 0 ,75

та та та S
* О) * CU X О) S

Cо E- та C
CJ E-

S C
CJ E- я

Cо E- ГС

ГС S
S
о

3
E- 3

X
CO

X

3
Sо

о
H

H

а>

X
со S

S
О

3
E-

E-

5
CO

X

<У
S
О

о
E-

Ё
3

S I  S
S X S о a S X S

I  §
S S

CU
S OJ Ы Sо

V  а  
U О Я  §

S о 
S f а .  
X  E-

S  S (У a  
^  о 3  X

4  о.
5  E- E  S <i> aо  о я  g S b

s  S
-I  ^

о  a  U о 'X X
Л  SX

я  a
S  E-

S  S

a t
S  5  I  I
X a

х ^
£ ^f, п
X К

- I
S S~ та
I "
О a

сXt 
S  I  
X CU

£ се -  та 
£О 3 S  с.

-9-¾•& I
 ̂a

о  S'

3  ч  
= § 
H гс О a

CU £

J lX  a

I  4  

| S
S  a

- S - S

о  “ • 
с

S  =£
X  сз

S i
О a

a t

% 5  E  ?

X  a

X  cI
S  §
о ” ^ та S  Cu

•в-2

о  я  « с

X  5£ та
D ^

та
О Cu

I 5 1 , 5 5 I 5 1 , 5 6 I 5 1 , 5 нет I 5 1 , 5 нет

2 6 1 , 5 6 2 6 1 , 5 6 2 6 1,5 нет 3 9 1 , 5 нет

3 I 1,5 7 3 7 1 , 5 7 3 7 1 , 5 нет 1 1 1 5 1,5 1 6

4 1 0 1 , 5 1 0 6 1 0 1 , 5 1 0 4 8 1 , 5 8 1 2 1 6 1 , 5 1 6

6 1 5 1,5 1 6 1 2 5 0 1 , 5 5 0 6 9 1 , 5 9 1 3 1 7 1 , 5 1 7

8 2 5 1,5 2 5 1 3 5 2 6 8 2 0 1 , 5 2 0 2 0 5 0 1 , 5 5 0

1 2 5 0 1,5 5 0 1 4 6 2 6 1 2 50 1 , 5 5 0 2 1 5 2 6

2 4 5 0 2 5 0 1 3 5 2 нет 2 2 6 2 нет

2 5 5 3 5 1 4 6 2 нет 2 3 7 2 8

2 6 6 3 6 2 4 7 2 7 2 4 8 2 8

3 6 5 0 3 5 0 2 5 8 2 8 2 5 9 2 1 0

2 6 2 0 2 2 0 2 6 1 0 2 1 0

3 6 5 0 2 50 2 7 1 1 2 1 2

2 8 1 2 2 1 2

4 0 2 5 2 2 5

П р и м е ч а н и я :  одна серия — 10 экспериментов; X j 0 i7 j* = 4 ,8 ;  х!,0,75' = 0 ,8 5 ; где 
X1 — оценка эффективности алгоритма без оператора декорреляции, Xa— с оператором 
декорреляции.
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стем ах MSDOS, PCDOS,  АДОС.  В качестве примера выбиралась  сл е
дующ ая модель:

р

у, =  kt 2  01 ( 0  +  It, t =  I ,  2 .............100; р =  3, J  =  I,
1=1

P - Yгде Jt1 (0 =  I ,  х21 (Z) =  cos * 2/+i (0 =  sin I =  I,

М нож ество переменных {|<}— последовательность ошибок наблю де
ний с характеристиками ( 1 1 ) ; й / е { 1 ;  1,5; 2; 2,5; 3 } ,  р е ] — I; If.

Из таблицы можно заключить, что для более точного обнаружения 
момента р азлад ок в условиях усиления корреляции требуется больший

т ^
объем однородных наблюдений. Оценка эффективности %№ =  _ L  \  I/<*>—

т 1 
к =  I

— tj |, т =  10.
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У Д К  519.24

М ОХАМ ЕД ГХ А ЗА Л  (Египет), Н. Н. ТРУ1Л

С Т А Т И С Т И Ч Е С К И Е  С В О Й С Т В А  
Р А С Ш И Р Е Н Н О Й  П Е Р И О Д О Г Р А М М Ы

Расширенное конечное преобразование Фурье и его свойства. Пусть 
x(t ) ,  t ^ Z = { 0, ± 1, ± 2, . . . } — стационарный в широком смы сле случай
ный процесс. Будем предполагать, что М л ( / ) = 0 ,  R ( т ) ,  x e Z , —  ковариа
ционная функция, a f (X ) ,  X e  [— я, я] = П , —  спектральная плотность р ас
сматриваемого процесса.

Пусть л:( 0 ) , х ( 1 ) , . . . , х ( Т — I ) — T последовательных наблюдений за 
процессом х:(/), Z e Z .  Построим статистику вида:

d r = ( X )  - L 1 T̂ x ( t ) h ( t ) e ~ ^ ,  Х е П ,  ( I )

Т /  2л 2  h* (I) *= °
* t= о

которую будем н азы вать расширенным конечным преобразованием 
Фурье, где h (Z) — окна просмотра данных, свойства которых достаточно 
полно изложены в работе [I].

Д л я  статистики dT (X), M d r ( X ) = O 1 Х е П .  Рассмотрим ковариацию 
расширенного конечного преобразования Фурье.

Теорема I. Д л я  лю бы х Xi, Х2е П ,  Xi =̂ =X2 справедливо следующее соот
ношение:

J t

C ov fd r(X 1)1 dr (X2)J =  f  / (v) cpr(v —  X1, v —  X2) dv,
-Jt
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