
Очевидно, что К  (е) с :  H k (г). Д ля каждого г е Д ( е )  ввиду определе­
ния 3 существуют окрестность Uz точки z и голоморфная функция 
hz : Uz-+ С так, что IizX f ^ O  (Uz, L ) . Р ассматриваем V =  ( х е  Uz \ hz (х) = 0 }  
и идеал J ( V ) .  Ввиду Я 2(Afti, Z) =  0 [8. С. 326— 329] существует такая го­
ломорфная функция G e O ( A fti) ,  что для всякого X ^ U zQx порождает J (V ) .  
Это значит, что существует голоморфная функция g e  O (A ft) так, что 
hz= g z X Q z- Ввиду компактности К (г),  можно покрыть К (г) конечным 
числом окрестностей Uz , . . . , UZq. Тогда существуют такие голоморф­
ные функции g 2j X  Gz1, gZq X  9Z , что g2. X  G2. е  O (A fti) и g 2. X  
X  G2. X  f  GE О (Uz., L).  Следовательно, g2l X  G2l X  gZl X  G22 х  ... X gZqX  62(/ X  
X  f e O  (К ( е ) , L ) . По лемме I, последнее отображение продолжается до 
голоморфного отображения F e : Afti ( I  — e ) - » -L .  Это значит, что f  продол­
ж ается  до мероморфного отображения Ge : Afti( I  — e ) -» -L .  Ввиду един­
ственности семейство ( G e) определит мероморфное отображение 
G : Aii -V L и G — продолжение мероморфного отображения /. П р ед лож е­
ние 2 доказано.

Теорему 2 теперь можно получить из предложения 2, опираясь на тех­
нику доказател ьства  предложения I.
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Е. А. СЕТЬКО

Р И М А Н О В Ы  П О В Е Р Х Н О С Т И  П Р А В И Л Ь Н Ы Х  6я -У Г О Л Ь Н И К О В

I. Рассмотрим правильный 6/г-угольник S в плоскости комплексного 
переменного £ (рис. I) .  Стороны его, расположенные в порядке обхода 
против часовой стрелки, обозначим так:

с  I, Ь±, су, (Х\ , Ь\ , с  I , ... , Cin, bn, сп, Cin , Ьп , сп .

Проведем склеивание сторон по правилу: сторона ah склеивается с 
с помощью отображения симметрии ak <-> щГ1 относительно прямой, прове­
денной через точку 0. Аналогично склеиваются стороны bh и Fh 1, а так­
же Ch  и CF1 ( k = \ ,  ... , п). В результате склеивания возникает замкнутое 
ориентируемое двумерное многообразие рода п. С н абж ая  это многообра­
зие конформной структурой, индуцируемой комплексными координатами 
на плоскости £ и законом склеивания сторон [I] ,  получим риманову по­
верхность.

Рассмотрим задачу нахождения поля функций /, аналитических 
в S \ d S ,  кроме конечного числа полюсов, причем предельные значения 
этих функций связаны равенством:

/ [ O ( S ) I ^ f ( S ) ,  Е е a s \ A ,  ( I )

где OS —  край многоугольника S,  А —  совокупность его вершин, а: 
dS\А -> d S \ A  —  описанное выше склеивающее отображение.



Рис. I. Правильный бп-угольник S  

Рис. 2. Образ пятиугольника M

2. Д л я  решения поставленной задачи используем метод конформного 
склеивания, в основе которого л еж и т  нахождение хотя бы одной непо­
стоянной функции fo, удовлетворяющ ей условию ( I ) .  В нашем случае 
д ля  нахождения функции /0 используем принцип симметрии.

Пусть z =  f 0 ( i )  функция, реализующая конформный гомеоморфизм пря­

моугольного треугольника А с вершинами О, I ,  £0 на область |—  

я \< a r g z <  g-J со следующим соответствием граничных точек:

MO) = 0; /0(I) = оо; /0(£0) = е 6 ‘ cos-̂ -,
T t i

где £0 =  е 6n cos Эту функцию можно найти исключением переменно­

го т из уравнений:

S =  - , I 1 , у
в  (~бп~; т )  ° ( 2)

т== -гз ^_1 , 1т т > 0.

П ервая из функций в ( 2 ) — интеграл Кристоффеля — Ш варца [2]. 
Она реализует конформный гомеоморфизм верхней полуплоскости 
I m x ^ O  на треугольник А со следующим соответствием граничных 
точек:

х =  О <-> £ =  0; т =  I «-> £ =  I ; х =  оо <-> £ =  £0.

Вторая из функций (2 )  реализует конформный гомеоморфизм области 

 ^ < ( a r g z < ;  и полуплоскости I m x ^ - O 1 при котором

z =  О <-> х =  0; z =  I <-> х =  оо; z =  оо <-> х =  I .

П р од олж ая построенную функцию /0(£) через прямолинейные участ­
ки границы по принципу симметрии Р имана —  Ш варц а [2] вокруг начала 
координат в направлении против часовой стрелки сн ачала через апофе­
му, а затем через радиус и т. д., получим функцию, аналитическую в S .  
Обозначим ее f0. Д о к аж е м , что построенная функция f0 является иско­
мой. С этой целью заметим, что f0 реализует конформный гомеоморфизм

T t i  2 Jtt T t i

замкнутого пятиугольника M с вершинами О, I, е  3,1, е 3,!, е п (рис. I)  
на область  с краем, которую будем назы вать листом. На ту ж е  область
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с краем функция /0 отображ ает пятиугольник, полученный из M поворо­

том вокруг точки 0 на любой угол, целократный ~ .

Д о к аж е м , что для /0 выполняется равенство ( I ) .  Д ля  этого отметим, 
что на сторонах ак и а~йх функция а ( £ )  совпадает с отображением сим-

Я  І

метрии относительно радиуса [0, е Зп ] (см. рис. I ) .  Заметим, что
5луказанному радиусу на листе (рис. 2) соответствует луч a r g z = —/—.

А стороне ак соответствуют на листе берега разреза, находящегося в 
четвертом квадранте (см. рис. 2 ) .  Описанная ситуация соответствует тому, 
что симметричные точки и точки оси симметрии принадлежат одной пря-

о Л
мой arg  г  = ----g— ) - п т ,  т =  О, I (см. рис. 2 ) .  А так как образом любой

точки прямой при симметрии относительно той ж е  прямой является  сам а 
эта точка, то равенство ( I )  для £ <= а к установлено. Аналогично прово­
дятся рассуждения для £ е  Ьк и £ е  ск.

Многоугольник S  можно представить в виде объединения замкнутых 
пятиугольников

—  EEi 12 I ni
M y е п ■ М, е п ■ М, , е п • М, (3)

каждый из которых J0 конформно отображ ает  на лист (см. рис. 2 ) .  Счи­
тая листы, соответствующие различным пятиугольникам, различными, 
будем нумеровать их в том порядке, в котором расположены их прообра­
зы в ( 3 ) .

3. Р асп о л агая  листы над плоскостью комплексного переменного г, 
склеим их в соответствии с тем, как в пункте I была образована зам кн у­
тая поверхность. Закон склеивания листов в окрестности точки z =  О

/I 2 3 4 ... 2га —  I 2п\ „  
дается подстановкой: ( 2 3 4 5  2 I /’ Рестности о ст ал ь '

ных конечных точек ветвления листы должны склеиваться по закону под- 
/1 2 3 4 ... 2 л —  I 2л

становки:
1,2 I 4 3 ... 2л 2л — I

Таким образом, мы получим замкнутую 2л-листную поверхность на­
ложения расширенной плоскости г  с известным законом склеивания л и с­
тов и с известными точками ветвления. З ад ач а  свелась  к тому, чтобы 
найти поле алгебраических функций, соответствующих построенной по­
верхности наложения. Такое поле порождается неприводимым алгебраи­
ческим уравнением степени 2л по переменной w [4]:

w2n-{- A1 (z) w2n~ l +  ... +  ain (z) =  0. (4 )

Коэффициенты уравнения ( 4 ) —  неизвестные, их надо найти.
4. При л =  I рассматриваемый многоугольник является  правильным 

шестиугольником, а искомые функции —  эллиптическими. Соответствую ­
щее этому случаю накрытие листа я вляется  двулистным, а искомое 
алгебраическое уравнение (4) можно взять, например, в виде:

у2 =  z ( z 3 -f- І ) . (5)

Д л я  п >  I искомое поле будет расширением степени л поля рацио­
нальных функций R(z,  v),  порожденного уравнением (5 ) .  Чтобы в этом
убедиться, достаточно заметить, что функциям поля, порожденного у р ав­
нением ( 5 ) ,  соответствуют функции, мероморфные в многоугольнике S, 
удовлетворяющие равенству ( I )  и дополнительному равенству: 

2 n i

f ( e  п £) =  /(£), £ ^  [О, I]. Степень расширения равна л, так как S  можно 
рассматривать как л-листное накрытие его части —  многоугольника М\ 
(рис. 3) ,  у которого одинаково обозначенные пары сторон считаются 
склеенными.
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Как и в работе [6], группа, поро- 5л;
2я; ^

жденная вращением С е  п £,— цик­
лическая, рассматриваемое расши­
рение т ак ж е циклическое. Поэтому 
алгебраическое уравнение, задающее 
искомое расширение, можно искать 
в виде следующего двучленного 
уравнения:

wn =  f(z,  v),
где f (z,  v ) — некоторая рациональ­
ная функция от переменных z и v, 
связанных уравнением (5 ) .

Таким образом, наша задача св е ­
л ась  к нахождению f (z,  v ) в (6).
Будем искать эту функцию, во-первых, в виде многочлена, а, во-вторых, 
в виде f =  Ф п, где Ф —  новая неизвестная функция. Функцию Ф будем 
искать как решение скалярной задачи Римана на римановой поверх­
ности M 1, т. е. как аналитическую внутри M i и удовлетворяющ ую сл е­
дующим краевым условиям:

/ ________________________  2 J t t

Ф + ( С )  = < Г ~ ф - ( а  I  GE А,
■ Ф (С) =  Ф [ а ( £ ) ] ,  S e a 1U ftiU c1, (7)

.Ф(£) ^ Ф ( е ~ С ) >  C E d ,
где линия А является  каноническим сечением (см. рис. 3) и служит кон­
туром.

5. Будем решать задачу (7) по схеме, приведенной в [3], посредством
сведения к проблеме обращения Якоби. Общ ее решение этой задачи
имеет вид:

Ф ( £ )  =  ф ( £ ) е х р { — j  Ж» ~ ( т ) } ,  (8)

T

где символом da> ~ ( т )  обозначен разрывной аналог ядра Коши [3] на Mv
U

Л  JTt

C =  е п , а точка q и путь интегрирования определяются из проблемы об­
ращения Якоби. Д л я  того чтобы определить мероморфную всюду на M 1
функцию ф, запишем дивизор экспоненты в (8) :  Отсюда сл е­
дует, что ф(£) в (8) надо подчинить единственному условию ф ( ^ ) = 0.

Считая, что ? е М ) ,  а интегрирование в (8) ведется по прямолиней­
ному отрезку [£, <7], можно записать проблему обращения в виде у рав­
нения

И 9 )  =  - Ц ~ .  (9)

п
где w ( q ) =  j dw (т).  В  последнем равенстве через d w (r )  обозначен комп-

лексно-нормированный абелев дифференциал 1-го рода на 5 .  Реш ая 
проблему обращения ( 9 ) ,  получаем функции:

t0 =  P ^ V l К,  о, 4tj,

Hn =  к ,  о, м), (Ш)

где р и р' —  функция Вейерш трасса и ее производная [5], К  —  нормирую­
щий множитель, который находится из условия:
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J -  f dz — I 
K J  / 2(2» +  i) “

Переменные t и h в (10) сязаны соотношением Ii2 =  4 /3 —  4 І. Д ля пере­

хода в ( 10) к переменным z и v необходимо сделать замену г =

6. И сходя из решения ( 8) скалярной задачи Римана получим, что 
искомую функцию f  в (6) можно взять в виде:

/ (г, у) =  [Ф Ш п exp I —  п J  dco „  (т)  |. ( 11)

E
О сталось  найти явные аналитические выражения через z и и для симво­
лов, входящих в правую часть ( 11) .  В качестве ф в (11)  можно взять

ф (£ ) =  z —  Z0, где  z =  /о(С). z o = —!— , а /0 из (1 0 ) .  П р авая  часть ( I  I )  —
1 O

целая рациональная функция от г, v. Она имеет нуль кратности п в точке 
(z0, — uo) и полюс кратности п над точкой г = о о .  В зависимости от чет­
ности п возникают два случая. Д л я  четного п искомая функция / будет 
иметь вид:

f (z ,  v) =  (A0 +  A1Z +  ... +  Am+2zm+ 2) +  v (B0 +  ... +  B mzm). ( 12)

Если ж е  п нечетно, то дополнительно предполагаем, что /(0, 0) =  0, 
поэтому

f {z ,  v) =  (A1Z +  ... Am+2z'n+ 2) +  V (B0 +  ... Bmzm), (13)

где A0, . . .  , Ат+2, B 0, . . . ,  Bm —  неопределенные коэффициенты. Их общее
число (2т +  3, если п нечетно, и 2т +  4, если п четно) равно л. Д л я  на­
хождения этих коэффициентов необходимо решить систему п линейных 
однородных уравнений 

d k

dzk
f (z ,  V(Z))

Z = Z 0 

-V0
0, Jfe =  0, п — I .  ( 14)

Существование нетривиального решения системы (14) вытекает из су ­
ществования нетривиального решения задачи Рим ана (7 ) .
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Г. А. Х А Ц К ЕВИ Ч . А. В. П О Н О М АРЕН КО

О Б Н А Р У Ж Е Н И Е  Н Е О Д Н О Р О Д Н О С Т Е Й  
Р Е Е Р Е С С И О Н Н Ы Х  М О Д Е Л Е Й  

ПО З А В И С И М Ы М  В Ы Б О Р О Ч Н Ы М  Д А Н Н Ы М

I. Постановка задачи. Рассмотрим линейную многофакторную ре­
грессионную модель, с помощью которой, например, могут быть описаны 
информационные системы, функционирующие на фоне помех:

р

% = 2 м * ) * « ( 0  +  Ь. І =  I, 2, ... , т. (I)
1=1
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