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П О Д В Е Р Ж Е Н Н О Г О  Д Е Й С Т В И Ю  Н О Р М А Л Ь Н О Й  Н А ГР У З К И

В [I] излож ен вывод общих формул для компонент напряжений и пе­
ремещений трехмерного ортотропного тела, основывающийся на специ­
альном представлении составляю щ их упругого состояния через квази- 
гармонические функции. Д л я  решения основных граничных задач  общие 
формулы преобразованы на основе осуществления довольно сложного 
предельного перехода для ряда функций [2]. В настоящей работе изло­
ж ен другой подход к выводу общих формул, не требующий предельного 
перехода, дающий возмож ность получить расчетные формулы более 
простым и эффективным методом. К а к  и в [ I ,  2], предполагается, что 
меж ду коэффициентами упругости имеется определенная зависимость.

Пусть и, V, w —  компоненты перемещений, отнесенные к осям д екар­
товых координат х, у, г;  оц,  щ  и вц  —  компоненты напряжений и дефор­
маций, удовлетворяющ ие уравнениям закона Гука:

a i j  ° j j  =  e ii< a U  К /2 =  еуг' а ЬЪ K z  =  exz' a BB1-Xy =  еху (  ̂ )

и, при отсутствии м ассовы х  сил, уравнениям равновесия:

a U .  i  =  О  ( В  /  =  К  2 ,  3 ) .

Трем дифференциальным уравнениям равновесия удовлетворим, если 
положим:
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где Ф; =  Ф ,(х ,  у и  Zi) —  некоторые дифференцируемые функции перемен- 
н ы х х ,  yi =  yy, Z l = X z ;  р, X —  безразмерны е коэффициенты.

Вы разим  компоненты перемещения и, v, w по формулам:

и =  ^ ^ ~ ( 4 ц Ф і  4 1 3 Ф 2  4 -  А 1 3 Ф 3 ) ,

V — ( А 2 1 Ф 1  -)- Л 2 2 Ф 2  4" 4 2зФз)j (3 )

w  —  ^ “ ( ^ з і Ф х  4 "  Л 3 2 Ф 2 +  Л а з Ф 3 ) ,

где Aij — произвольные вещественные коэффициенты.
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У довлетворяя уравнениям закона Гука для касательных напряжений 
при помощи равенств ( 2 ) ,  ( 3 ) ,  найдем значения постоянных Ац:

Л ц = Л 2 і = — Л 3 1 = 0 , 5  о 6 6 ,

А 2 2 — А 32= — А  12 =  0 , 5  O 44 ,

Л 3 3  — Л і з  = — Л  2 3  — 0 , 5  O 5 5 .

Представим функции Ф Д х, у и Zi) в виде:

Ф г = Р ( г ф ( х ,  уу,  Яг) +  ф(л:, уу, Яг) +  ц>(х, уу, Xz)),

Ф 2 =  PtI (гф (х, уу, Яг) +  ф (х, уу, Xz)), (4 )

Ф з= Р ^ (гф (л : ,  уу, Яг) +  ф(х, уу, Xz)),

где ф(х, у I, Zi), ф(д:, у\, Zi) — квазигармонические функции, удовл етво­
ряющие дифференциальным уравнениям:

{ X + y ~ 2Y+X-2L ) ф(х, г/i, Zi) = 0 ,  (Х + ц - 2У + Я - 2Г ) ф (х, у и Z i ) = 0 .  

Здесь Х  =  д2/д х 2, Y =  д2/ д у 2, L  =  d2/dz2\ ф (х ,  уг, Z1) =  [ ф ( х ,  yv  Z1) dz,
Z

дф(х, ylt z1)/dz =  ~ ( f ( x ,  у1У Z1), д(р(х, ylt Z1)/dz  =  —  L y  (х, yv  Z1);

р, I ,  г) —  произвольные постоянные.
С учетом выражений (4)  формулы (2 ) ,  (3) запишем в форме:

ах =  +  Е^)ф +  ^ ( Ф  +  ф) —  1 Ш ,
Gy =  P [2 ( X  +  T|L) ф +  X  (ф +  ф) —  Т]Гф], 

oz =  P [г ( I X  +  TiY) ф +  ( £ Х  +  TiF) ф],
й2ф

ТХи =  -  P
д 2

д х д у  +  д х д у  ^

ху̂ xXZ =  - W  Э2ф

[z (C44Ti •

дх dz ’ (5 )

■ G55S  G66) +  ( + 4 1!  G55^ —■ G66) ■ дх J’

V =  ~Y [z —  абе) -Щ-  +  (G55S —  G44Ti —  O66) —  а66

W z ( а 66 —  C44Ti —  аЪ51) +  C66 ^dz ■I-
Удовлетворим-уравнениям закона Гука для нормальных напряжений. 

Д л я  этого в ( I )  подставим выражения а ж, о и, o z, и, V, до, которые опреде­
лены по формулам (5 ) .  К а ж д о е  полученное равенство представим в виде 
суммы д вух  выражений, одно из которых будет сод ер ж ать  множитель г.

Приравнивая нулю к аж д о е из выражений, получим две системы диф­
ференциальных уравнений.

Выпишем выражения при множителе z:

X Ф +  У  (Gn +  G13Il) Ф12 +  G i3S +  ~2~ (G 66 —  G44Tl +  C55^)

+  L  (C 11I  +  C12Ti) ф =  О,

X  (с 23 +  C23D  ф +  Y J Ct12 +  C23II +  (с 66 +  C44TI —  C55 g)J I

+ L ( c 13g +  C22 Tl) ф =  0, (6 )

L

X  ( с 23 +  а33|)ф +  Y (C13 +  C33Ti) ф I- 

G i 3 S  +  G23Il +  - F r  ( —  C66 +  O44Il +  C55S;) Ф =  о.
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Выпишем систему уравнений, не содерж ащ их множителя г\

X Яіг^ "Ь +гФ  ”Ь ДзІФ ' Oee Ф  +  - о -  (« е е  —  «4 4 В  +  а 561 )  Ф

Y ( а 41ф +  G11Cp +  а 13т]ф) —  L  (а п £ +  G12Ti) ф =  0.

X  (а 22ф +  а22ф +  а 23̂ ф) +  Y а 12ф +  а 12ф +  +зЛФ йббФ

- о - ( а 8в +  а д  —  л55£)ф L  (а 12| +  а 22л) ф =  О, (7)

X  (а 23ф +  а23ф +  с33|ф) +  Y (а13ф +  а13ф +  а33тіф)

—  L Дз£ф +  а д ф •(— Gee+  G44Tj+  а55|)ф •а6вф 0 .

Потребуем, чтобы коэффициенты при операторах X, У, L в системах 
(6 ) ,  (7) совпали. Д л я  этого необходимо положить в (7 ) :

X  I G42 Gee ф  +  У а 41ф  =  21  ( G 11I  +  G12л) ф,

Х а 22ф +  Y ( G12 +  Gee ф =  2L (g12£ +  а22т|) ф,

а 2зЛ d о“( а66“Ь а44Л Д + 5 І )Х а 23ф +  У а13ф  п-а8Д ф  =  21

( 8 ) 

О )  

Ф. ( 10)

При зависимости меж ду постоянными упругости ортотропного т е ­
ла [I]

+ 6 — 2 (]/ G11G22 Дг)> +5 — 2 ( ]/ а 41а33 п13), G44 2 ( ]/ g 22g33 п2з)

уравнения (8 ) ,  (9) преобразуем к виду:
-—  . 2X  ] / а 22 ф +  Y V a 11 ф

Vo
7. (Gn | +  G12В) ф,

    2  •

X  ]/ g 02 ф +  F  V a 11 ф =  L [a12l  +  G22Ti) ф.
Ha22

П равые части выражений (11) совпадут, если

V Cl22 (G11  ̂ +  G12Tl) =  ] / G11 (П12  ̂ +  G22T]).

Из (12 )  имеем т|Д =  ]Л т п /а22.

( И)

( 12)

Таким образом, среди уравнений ( 8 ) —-(1 0 )  существуют два линейно 
независимых соотношения (9 ) ,  ( 1 0 ) .  Из них найдем выражения Хф и 
Уф. Поскольку Х ф + р г 2Уф =  — Я_2Тф, то с учетом найденных выражений 
Хф и Уф, после несложных преобразований получим:

2 а‘13 — I (a12& +  cfSarI) +  I ц;
а . , . .

V aU O22

2 ( —  а е е  “ Ь  O 4 4 I J  +  о 5 5 | )  I

aI3I  +  O231I

=      - _____________

У- 2  (O13O22 — O23 V O11 O22) +  (Pt 2 O22 — V crU о22) 0 ,5  O61
Систему уравнений (6 )  запишем в виде:

O11 +  O13T)
Х ф  + I

ai-2 +  O13S +  -тр- (о66 — O44Ii +  о55|) 

O11S +  O12Il

У ф

I L  ф =  О,
O12 +  O13I +  2 (a66 — O44P +  O55I)

I
a12 +  O23т) +  - 9-  (о66 +  O44Il — O65D

Х ф  T  — -------------£-------------------------------------------- У ф  +°22 4" G23b

( 13 )
a I2S +  O221I 
O22 +  O23I

Ltf  —  О ,
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Уравнения (13) будут тождественно удовлетворены, если положить

И

П -I- «66 -Л-t I п -L «65 I   4 «44
2    1 2  ' 2  + 1 \  ' 2  I  2  Q 2 3  +  § « 3 3

я и  +  PQia « і з  +  PQaa

«22 +  §«23

« 1 2 +
V  =

«12 «66
1 2

«66
2 +  § («:

P Q23 «44 \ 
2 )
Р«44

§«55
( 14)

§«23
«11§ +  «12Р «12§ +  Р«22

_______ «23 +  §«33___________
S I  I ° 55 \ I I  I Q44 )  «ее
§ ! « 1 3 +  2  ) + Р ( а 2 3 +  2 J 2

(15)

Системы уравнений (1 4 ) ,  (15) исследованы в [I]. Воспользовавш ись 
некоторыми конечными результатами [I], приведем выражения для X,
В- I ,  +  ______

X2 =  ам/ а №, P 2 =  а™+азз*\ ’  ̂ =  Й2 2 абб/2 Л- 1I =  абв/ « 1 1  й22/2А,

А =  ^22 (2n;11fl44/(Zg3 оуз 0 ,5 а 55) й12 (2(243(144/033 +  0 ,5о44 (Z23).

С опоставляя выражения (5) с ранее полученными формулами [2] для 
компонент напряжений и перемещений ортотропного полупространства, 
находящегося под действием нормальной нагрузки, найдем

R — — _  2§аз
Р X Л ag ’

s + * - a r

ГДе “ 2 =  •’ Ж  =  0>5й22йв6 V  а44абв ( aI 2 -T-V Cl11Cl22)  А - 2.

При отсутствии касательных напряжений тХ2 и т у2 на граничной пло­
скости Z = O  полупространства задача об определении напряженно-де­
формированного состояния в исследуемой пространственной области сво­
дится к определению квазигармонической функции <р(х, ру, Xz) всюду 
в рассматриваемой области, кроме границы S  на z = 0 ,  подверженной 
действию нормальной нагрузки. Функция ср стремится к нулю на д оста­
точно больших расстояниях от S ;  ее поведение на бесконечности описы­

вается соотношением Р /R, где Р =  \ (х, y)dxdy  —  главный вектор рас­

пределенной по S  нагрузки р(х,  у ) ;  R = ] / х 2+ у 2+ г 2 —  расстояние от на­
чала координат, расположенного внутри площадки загружения S ,  до 
точки наблюдения.

В  частности, полагая

O 1  =  г а ф  +  ф +  а ф ,  

ф 2 г= ф 3 =  г а ф  +  а ф ,

где а  =  ( йц —  Ai2)- 1 , Ф = — 2a(2n* (йц +  ^i2) ф. получим общие формулы 
для компонент напряжений и перемещений для изотропного полупро­
странства, которые совпадаю т с известными формулами Л . А. Галина 
[3], полученными другим путем.

В качестве примера практического использования полученных фор­
мул дадим решение первой основной задачи. Пусть на поверхности по­
лупространства заданы внешние усилия

Oz= - р(х,  у) ,  Tx2= T y2= O  на S,



где р(х,  у) —  известная интенсивность распределения нормального д а в ­
ления.

Воспользовавш ись формулой для Oz из (5 ) ,  при 2 = 0  имеем:

(-
) =  Q (х, г/х) в обл. S,

z I  /г. ->-4-0

где Q (х, г/,) =  -  P (* ’£ у) -  J r j  Гф.

И з теории потенциала известно, что решение граничной задачи мо­
ж е т  быть представлено в виде потенциала простого слоя:

Q flit ег) ^e1 ^e2
Ч>(*. У» Z1) =  - J r J j

s V (х — ев2 +  (zzi — е2)2 +  Z21
Это соотношение представляет собой интегральное уравнение для 
функции у(х,  у I, Zi). Его  решение определяется простой квадратурной 
формулой:

ф М й . Zi ) =  - ^ в г П п Т - - ^ 91’ 9’ )d9lde» = = ,
2 l l P g  Sj  V (X -  O1) 2 +  (ZZ1 -  Q2) 2 + Z 21

если r|/g =  pi—2 или а23 V J 11 =  а13 j / a 22-

Д л я  изотропного и трансверсально-изотропного материалов такие соот­
ношения меж ду постоянными упругости выполняются тождественно. 
При разработке и создании новых анизотропных материалов, о б л ад аю ­
щих трехосной ортотропией, возм ож но создание и таких, м еж ду м одуля­
ми упругости которых выполняются указанные выше зависимости.

Список литературы

1. В а с и л е в и ч  Ю.  В.,  П р у с о в  И. А .//Изв. АН СССР. МТТ. 1989. № I. С. 83.
2. В а с и л е в и ч Ю. В., П р у с о в  И.  А. // Там же.  № 2. С. 66.
3. Г а л и н  Л. А. Контактные задачи теории упругости. М., 1953.

П оступила в редакцию 05.03.91.

У Д К  157.535.3:517.55

С. В. Р О ГО ЗИ Н , Л Е  МАЮ ХАИ (С Р В )

П Р О Д О Л Ж Е Н И Е  Г О Л О М О Р Ф Н Ы Х  
И М Е Р О М О Р Ф Н Ы Х  О Т О Б Р А Ж Е Н И Й  CO З Н А Ч Е Н И Я М И  

В Л О К А Л Ь Н О - В Ы П У К Л О М  П Р О С Т Р А Н С Т В Е

Н астоящ ая работа я вля ется  дальнейшим развитием исследований 
различных авторов [ I — 7] по проблеме продолжения голоморфных и ме- 
роморфных отображений.

Определение I. П усть X —  комплексное многообразие и L  —  полное 
локально-выпуклое пространство.

О тображ ение f  : X -> L  н азы вается  голоморфным на X, если, для в с я ­
кого непрерывного линейного функционала / : L - у  С функция If : X - у  С 
голоморфна.

Через 0 (Х ,  L)  обозначим пространство голоморфных отображений 
f : X - * - L .  0 ( Х ,  L)  можно наделить открыто-компактной топологией. 
Если L  есть пространство Фреше, то сходимость в 0(Х ,  L ) эквивалентна 
равномерной сходимости на компактных подмнож ествах X.

И м еет место следующ ее:
Предложение I. П усть D —  открытое подмнож ество такого многооб­

разия Ш тейна X, что X есть оболочка голоморфности D и L —  полное 
локально-вы пуклое пространство. Т огда всякое голоморфное отображ е­
ние f  : D - у  L  голоморфно продолж ается  до голоморфного отобораже- 
ния f  : X - у  L.
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