
Решениями задачи б) могут быть как поверхностные, так и внутрен­
ние волны. Действительно, уравнение (14) имеет два комплексно-сопря­
женных корня: — Ьі ±  ші, — Ь2 ±  гсг2; пусть, например, 0 <  бі <  1, б2 >  1 
(см. (15)) .  Тогда первая волна, характеризуемая параметрами bi, 01, 
будет поверхностной: поверхности £+ 1,2 колеблются в одной фазе, при­
чем амплитуда колебания поверхности раздела меньше амплитуды коле­
бания свободной поверхности абі <  а. Волна с параметрами Ь2, 02 — 
внутренняя: £1, £2 колеблются в противофазе и аб2 >  а.
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Рассмотрим нелинейное операторное уравнение
F ( x ) =  0, (1)

где F : Z) с  I нк F, I  и У — банаховы пространства. Д ля  решения урав­
нения (1) применим метод Чебышева, по которому для заданного на­
чального приближения X0 последующие приближения определяются по 
формуле

xft+i =  -  [F' (Xft) ] - '  [ f  (xft) +  4  F" (¾ ) ( -  (F'  ( ¾ ) ) - 1 F ( X k ) Y  ], (2)

A =  O, 1,2, . . .
Среди работ по исследованию метода Чебышева в случае функцио­

нальных пространств отметим работы [1—4]. В данной статье приведе­
ны достаточные условия сходимости метода Чебышева и оценка погреш­
ности, а с помощью параметризации задачи ( 1) ослаблены условия на 
выбор начального приближения х0.

В дальнейшем xft+i будем определять по формулам

Xk+i =  xft — ~ Y k F " ( x h) (xft — Xft)2, (3)
где

Xh =  X h - F llF (xft), Tft =  [T '(X ft) ] - ' ,  A =  O, 1, 2 , . . .  (4)

Теорема 1. Пусть оператор F определен в шаре S =  {х : ||х — х0|[ ^ 2 6 }  
банахова пространства X, действует в банахово пространство У и удов­
летворяет условиям:

1) существует решение х* уравнения ( 1) такое, что ||х* — х0| | ^  б;
2) для любого X є  S существует Г(х) =  [Fv (X) ] -1 и | |Г ( х ) [ | ^  В\
3 )  Ц Т " ( X 0) I K M ;

4) | |F"(x) — F" (у)  И 5¾ FCIIx — у И для любых х и  i / g S ;

5) h =  8а <  1, где а =  ] / — B K  +  ~ B SM \  6 + 4  В ~М *' Л Д = 2 /( б + М .
Тогда последовательность {xft}, образованная по (3), (4), начиная с х0, 
содержится в S, сходится к х* и имеет место оценка

Il xh — х * | | < 6/і3*-'« (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Применим метод индукции. Предположим, 
что Xft є  S, A >  1, и покажем, что xft+i є  5. То, что Xi <= S, доказывается



аналогично. Сначала оценим \\F"(x)\\ для V x e S :  \\F" (х) || =  \\F" (х) — 
— F " (xo)-F T5w (Xo)H^ 2/Сб +  M =  M i. Д алее, используя (4), имеем

Il Xk -  X*  Il <  ~  B M 1 Il X* -  x k Il2 <  б. (6)

Наконец, оценим | |x*+ i— х*\ \ :

Il Xh -  Л'* -  Tk F ( x k )    TkF" (Xh) ( x k -  х*)2

<  Il Th F ( х * ) - F  ( Xk) - F '  ( x k ) ( х * - X k ) -F" ( x k ) (Xh - X h) 2

*В (К Il x h —  X* H3 +  M 1 Il xk —  X*- H2 +  2M 1 Il х *  — Xk || • || Xk —  х

,* из
( -§ -в к + - т вз  м ‘ 6 + 4 “ в *м ' ) її х « - х * її3 < й2 її ** - * *  її3

Следовательно, по условию 5) теоремы имеем
\ X h + l  —  X yi C i i W x h б, (7)

или

)3< б / іЗ А+1->,

1+,,+1 — Xoll <  26.
Из неравенства (7) получим оценку

Ilxk+i — х* | | <  —і - ( a Ilx k —  х* Il

из которой вытекает сходимость х/; - > х *  при k -*■ Cxd и единственность ре­
шения X*, удовлетворяющего условию IlX* — X0Il б. Очевидно, что усло­
вие 5) теоремы 1 можно обеспечить за счет достаточно хорошего началь­
ного приближения Xe, т. е. за  счет малости б. Поэтому имеют значения 
способы, позволяющие ослабить условия на выбор начального прибли­
жения Xo- К таким методам относится метод параметризации задачи ( 1), 
или метод продолжения.

Рассмотрим семейство уравнений H  (х, і) =  0, где
Н (х ,  0 =  F(x )  +  ( t -  l )F (x ° ) ,  / є  [0 ,1]. (8)

Воспользуемся следующей леммой [5].
Лемма. Пусть отображение F : X  Y (X, Y — банаховы^ простран­

ства) непрерывно дифференцируемо в Х и  HI+'(X)J-1H <  В  для V x e I  
Тогда для V X0̂ X  существует единственное непрерывно-дифференцируе­
мое отображение к (I) : [0, 1] - + X  такое, что для (8) выполняется условие

H (x ( t ) ,  t) =  0 для любого t е  [0, 1]. (9)
Очевидно, что х(1) является решением уравнения (1).
Возьмем равномерное разбиение ti — i/N отрезка [0, 1], г =  0, 1, . . . ,  N.  

Комбинированный алгоритм метода Чебышева с методом параметриза­
ции имеет вид:

X1k =  X1k -  ГІ [F (х1) +  (U -  I ) F (X0) ] ,

Xft+ 1 =  Xft г£ F" (Xik) (Xik -  х \ ) \

X10 =  X0, X1O+1 =  X1m., k  =  0, 1, ... , I n i

YnXk X1k — Tk F ( x k ),

I, 7 = 1 ,  N -  1,
)
і

( 10)

N  Z . n  I T ^ n  г - , ,  , . N ч Z n  N 1 2  I Xft+i — Xft p-Tft F (Xft ) (Xft Aft ) ,

NX0 xN~i  . _  о I 2 
л т . т A> >N— I

(H)

где Г* =  [F' (Xft)]-1.
Теорема 2. Пусть оператор F : X - + Y ,  X = Y  = R n, трижды непрерыв­

но дифференцируем и существует константа В, что ЩТ7' (х) Ц-1!! ^  В.
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Тогда для Vx0 є  X  существует такое целое УУ„|>1, что при Y N ^ N 0 
комбинированный процесс ( 10)— (11) сходится к единственному решению 
х* уравнения (1), причем іщ =  т =  I, i = l ,  N — 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как выполняются условия леммы, то опе­
ратор F является гомеоморфизмом, существует единственное решение X* 
уравнения (1), которое можно единственным образом связать с X0 непре­
рывно-дифференцируемой кривой х ( / ) ,  удовлетворяющей уравнению (9). 
Множество точек x(t ) ,  0 ^  t ^  1, образует в X  компакт С. Выберем в X  
выпуклый компакт D такой, что С cz int D. Тогда

H t F ( X ) H K  В, \\F"(х) I K  M 1 <  ex.,
| |Т"(х) — F" (у) Il ^  К\\х — у\\, К <  оо для V x ,  у  e D .

Образуем константу а, как в теореме 1, и выберем б >  О таким, чтобы
Іі =  а8 ^С~2~ и шар S ( x ( t ) ,  б) cz D  для Yt  CE [О, 1]. Тогда для любого
фиксированного / є  [О, 1], если X0 е  S t = S (x ( / ) ,  б), то последователь­
ность (3, 4) сходится к x(t )  и имеет место оценка

Il X h  —  X ( t ) Il <  б /і3*- 1 , Il X1 —  X ( t ) Il б .

Покажем, что для Y N ^ N 0, N 0 2В || F (х°) || б- 1 , x ' g S /  , і=  I, 2 ,... 
N —  I. t+1
Действительно,

Ilxt1 — X{ti+\) I K  Il Xі; — x ( t i )  Il +  \ \x(t i)  —  x ( t i+i) Il <

1 Vm і Vp і
< К 6 +  ̂ х ' (і ) dt =  K 6 + f [F' (х (О )]-1  F (х°) dt <

Наконец, получим
4  =  x f - 1 ,  Il X f - '  -  X (tN) Il =  Il X f - '  -  x* Il <  6.

По теореме I последовательность {xf} СХОДИТСЯ К X *  при k  -S- CX).
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Л . Г. Т Р Е Т Ь Я К О В А

К ЗА ДАЧЕ ОБ © -П Е РИ О Д И Ч Е С К И Х  РЕШ ЕН И Я Х  
KB АЗ И Л И Н ЕЙ Н О ЕО  Т ЕЛ ЕГРА Ф Н О ЕО  УРАВНЕН ИЯ

Рассмотрим задачу об ©-периодических решениях квазилинейного те­
леграфного уравнения

Utt — ихх +  си =  f(t ,  х, и),  (1)
удовлетворяющих дополнительным граничным условиям

u(t ,  0 ) =  u(t ,  I) =  0 , (2 )
где функция f(t ,x,  и) является ©-периодической по переменной t.
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