
склеивания листов. Применяя к R результаты предыдущего пункта, з а 
ключаем, что существует рациональная функция 2 =cp(£), реализующая

конформный гомеоморфизм плоскости Ce на поверхность R (и некоторой 
2р-связной плоской области на разрезанную поверхность R). Таким об
разом, справедлива следующая

Теорема 2. Д л я  любого алгебраического соответствия (1) существует 
глобальная униформизация ( 2 ),  такая, что хотя бы одна из функций  ср 
или  ф — рациональная.

Существование такой униформизации принципиально важно с точки 
зрения ее фактического нахождения.
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М. М. К О В А Л Е В .  А. Л. Т О П Ч И Ш В И Л И

Н Е С О Б С Т В Е Н Н Ы Е  З А Д А Ч И  В Ы П У К Л О Й
Д И С К Р Е Т Н О Й  О П Т И М И ЗА Ц И И

Теория несобственных задач  линейного и выпуклого программирова
ния разработана в 70—80-е годы [1]. Практика применения дискретных 
моделей требует создания аналогичной теории несобственных задач 
дискретной оптимизации. Способы анализа противоречивых моделей вы
пуклого программирования связаны с разными методами аппроксимации 
несовместных систем выпуклых ограничений. В статье предлагается ме
тод аппроксимации систем выпуклых диофантовых неравенств совмест
ными системами, основанный на доказанном свойстве порядковой вы
пуклости функции невязки. Тем самым будет построен один из способов 
анализа несобственных задач выпуклой дискретной оптимизации.

Пусть Z n— решетка целочисленных векторов, Zjr—подрешетка векторов 
с неотрицательными координатами. Пусть a i \ Z \ - + - R  — порядково-вы
пуклые неубывающие для 1 = 1 ,  . . . ,  m  и невозрастающие для £ =  
=  m + 1 ,  . . . ,  m-\-k функции. Напомним, что функция f  : Zn^ - R  называет
ся порядково-выпуклой, если ее (/, / ) — градиенты V j j f (х), определяе
мые правилом Vjjf (х) =  f (x-f-e ,+ej)  — / ( х + щ )  —f(x-j-e,) + f  (х),  не име
ют отрицательных значений для всех х и І, /.

Рассмотрим систему диофантовых неравенств: х ^  Z+>
йі(х)  ^  0, і =  I, . .  . , m  - f  k. (I)

В частном случае функции а, могут быть линейными:
Tl

a'i (х) =  2  а'ц Xj — b'i, і =  I, ... , m,
і= і

П
at (x) =  bt — 2  a{! X j , і =  m +  I , ... , m-\- k

/=1

(все а ’.., а'. — неотрицательны), т. е. речь идет о коррекции следующей 
системы линейных диофантовых неравенств: x ^ Z \ ,
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о-ц Xj ^  Ьі , і I , ... ) tti, (2)
/ = і

п
2  Oij Xj >  6,-, і= т +  1, ... , m + й .  (3)
/= і

Рассмотрим функцию невязки i'-го ограничения (х) =  max {0, а, (л:)}.
m+Л

Тогда величину g (x )  = 2  (Х) назовеМ невязкой системы (1) в точке X,
L =  1

а функцию g  : Z n ->  Р + — функцией невязки. Меру несовместимости |  си
стемы (1) введем правилом

£ =  min g (х). (4)

Л ем м а 1. Система (1) совместна тогда и только тогда, когда |  =  0. 
Пусть х* — оптимальное решение задачи (4). Тогда переход от не

совместной системы (1) к совместной системе

Oi (х) <  a t  (х*), 1 = 1, ... , т-\- k
назовем /і-аппроксимацией системы (1); /і-аппроксимацией несовмест
ной линейной системы (2) — (3) будет следующая совместная система

А 'х  ^ b '  +  Ab', А "  X b" — Ab", (5)
где компоненты векторов возмущений Ab'  и Ab" определяются правилом

Ab' =  шах ( 0, 2  aO х і  — b'i ), 
і /= і >

Ab" =  min j 0, 2  ач x *l — by | ,

/і-аппроксимация соответствует коррекции системы (1) путем мини
мального в метрике Il -Ib1 возмущения правой части. Возможны аппрок
симации с минимизацией возмущений по другим нормам в Rm+k. Если 
Il-Il— некоторая норма в R m+h, то тогда функция невязки системы опре
деляется правилом g (x )  =  | |а+ (х),  . . . ,  а+ +д,(х ) | | .  Выбор нормы опреде
ляется как содержательным смыслом задачи, так и требованием эф ф ек
тивной разрешимости задачи оптимизации (4). В непрерывном случае 
последнее требование несущественно, так как выпуклость функций а ;(х ) 
влечет, как правило, выпуклость функции невязки g (x ) .

Д окаж ем, что в принятой нами модели порядковой выпуклости при 
/і-аппроксимации функция невязки является такж е порядково-выпуклой.

Теорема 1. Если а ( х ) — неубывающая (невозрастающая) порядково
выпуклая функция, то функция а+(х) =  т а х { 0 ,  а (х ) }  такж е порядково
выпуклая.

С х е м а  д о к а з а т е л ь с т в а .  Пусть а ( х ) — неубывающая функция 
(доказательство для невозрастающей функции полностью аналогично). 
Необходимо доказать, что V 1-Ja+ (х) ^  0, или что то же

а+(х +  еі -f- щ) — а+(х  +  е,-) Дг а+(х  +  е,) — а+(х ) . (6)
В силу порядковой выпуклости функции а( х )  справедливо

а ( х  +  в і  +  Oj )  —  а (х  +  в і )  ^ а (х  +  <?,-) —  а ( х ) . ( 7 )

Рассмотрим отдельно следующие случаи:
1) a ( x ) > 0 .  В силу монотонности функции а (х )  неравенство (6) 

в этом случае эквивалентно неравенству (7).
2) а ( х  +  в{ -f- ej) 0. В силу монотонности функции а ( х ) справед

ливо а+(х +  Єі - f  Oi) =  а+(х  +  e,-) =  а+(х  -f- ej) =  а+(х) — 0 и, следова
тельно, неравенство (6) в этом случае справедливо,

п
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3) а ( х  +  Єі +  ej) >  0, а ( х  +  є*) >  0, а (х  +  ej) >  0, а(х )  ^  0. Н ера
венство (7) можно заменить на а ( х  -)- є* -)- є,) — а (х  +  Єі ) ^  а (х  +  ej),  
которое при сделанных предположениях влечет (6).'

4) а ( х  +  Єі +  ej) >  0, а (х  - f  ej) >  0, а ( х  +  ф) =¾ а(х )  ^  0. В силу 
монотонности функции а(х) имеем а(х  +  ег- +  ej) ^  а ( х  -j- О') ■ Откуда 
с учетом, что а+(х  -f- ег) =  0, а+(х) = 0, имеем (6 ) .

Л ем м а 2. Сумма порядково-выпуклых функций — функция порядко
во-выпуклая.

Из теоремы 1 и леммы 2 вытекает
Теорема 2. Функция g ( x )  невязки системы (1) порядково-выпуклая. 
Точку л: є  Z n, обладающую свойством g ( x )  =  0, назовем нулем функ

ции g ( x ) .
Следствие I. В случае совместимости системы (1) в Z n множество ее 

решений совпадает с множеством нулей порядково-выпуклой функции.
Теорема 2 указывает простой метод построения совместной аппрокси

мации системы неравенств (1), близкой к ^-аппроксимации. Пусть Xg —■ 
градиентное решение задачи (4), построенное алгоритмом координат
ного спуска. Известно [3], что х8 является хорошим приближением для 
точки х* минимума функции невязки (в случае, если порядково-выпук
лая  функция g  является сепарабельной Xg = х * ) .

Пример. Рассмотрим систему линейных диофантовых неравенств
0 ==: X1 <  6, I ^  Х2 ^  2, Xt +  4хг =:¾ 10, 32 sC Зх( -f- 8х2. Функция невяз
ки имеет вид g ( x і, Хг) =  max{0, Xi —  6 } +  т ах { 0 ,  Хг —  2 } +  max{0, X1 -f- 
+  4 х 2 — 1 0 }+  т ах { 0 ,  —х } + т а х { 0 ,  1 — х г } + т а х { 0 ,  32 — ЗХ[ — 8х2}. 
Алгоритм координатного спуска дает точку х 8 =  (0, 4), g ( x g) — 8. Строим 
вектора возмущений Ab'  = ( 0 ,  2, 6), Ab" — (0, 0, 0). Совместная система 
имеет вид 0 г=: Xi =¾: 6, I ^  Хг ^  4, X1 +  4хг ^  16, 32 ^  Зх4 - f  8х2.

Минимум функции невязки равен 4 и достигается в нескольких точках, 
например в точках х \  =  (8, I), х* = '( 6 ,  2), х* =  (5, 2). Соответствующие 
им вектора возмущений для построения I1 - аппроксимации имеют вид: 
АЬ\ = ( 8 ,  0, 2), АЪ\ =  (0, 0, 0), AV2=  (0, 0, 4), Д6*=(0, 0, 0), АV3 =  (0,
о, з ) ,  а ь ; =  (о, о, і ) .
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Р-У Н И Г РА Ф И Ч Н О С Т Ь  В Н Е К О Т О Р Ы Х  КЛАССАХ ГРАФОВ

Мы используем терминологию [1] за  исключением терминологии, 
относящейся к степенным последовательностям [2 ] . Последовательность 
целых чисел

я  =  (di, d2, ■ . . ,  dp) , где di d2 ^  . . .  ^  d p >  0, ( I )
называется графической, если существует граф G с множеством вершин 
VG = { v i . . . Vp) . Степень вершины Vi равна dp  deg о, =  deg Vi =  di,
1 =  I, р. В этом случае G называется реализацией последовательности я. 
Обозначим через / ( я )  соответственно /р (я )  множество всех реализаций 
последовательности я  (обладающих свойством Р ) . Последовательность я 
называется вынужденно P -графической (соответственно Р-униграфиче- 
ской), если 0  ф  / ( я ) е / р  (соответственно / / ( я )  П Ipl =  1), где Ip обо-
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