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А. И. Т И М О Щ Е Н К О

У Р А В Н Е Н И Е  Д А Ф Ф И Н А — КЕММЕРА Д Л Я  ЧА СТИ ЦЫ  
CO СПИНОМ  0 В ПОЛЕ К Е Р Р А - Н Ь Ю М Е Н А

В [1— 3] приведены общековариантные уравнения Даффина — Кем- 
мера (Д К ) для векторной частицы и рассмотрены некоторые точные ре­
шения этих уравнений для пространства де Ситтера. В [4] получены све­
дения о всевозможных операторах симметрии уравнений Д К  для свобод­
ной частицы и при наличии некоторых внешних электромагнитных полей 
специального вида. В [5] установлены общие свойства операторов услов­
ной симметрии [6] уравнений Д К  во внешних электромагнитных полях на 
фоне риманового пространства-времени. В настоящей работе рассматри­
вается разделение переменных в уравнении Д К  для частицы со спином 0 
в поле Керра — Ньюмена (KH) и исследуются некоторые его возмож­
ные симметрии.

Уравнение Д К  на фоне риманового пространства-времени имеет 
вид [1]:

щ0Л ц ) + т 0]ф =  0, (1)

где греческие индексы относятся к произвольной системе референции; 
Ytt ■< h \ y k — матрицы Д К; /¾,— векторы лоренцева базиса, в котором 
Yft постоянны, латинские индексы нумеруют эти векторы; 
д ^ д / д х " - ,  r (i =  r mn^YmY” ; Гтп|1 — коэффициенты вращения Риччи; A ll-  
вектор-потенциал электромагнитного поля; е0 и т 0 — постоянные, описы­
вающие заряд  и массу частицы. Д ля  частицы со спином 0 ф =  
=  colon (фо, фь фг, фз- Ф4) (colon — столбец). При разделении перемен­
ных в (1) в поле KH все величины удобно отнести к изотропному бази­
су Ньюмена-Пенроуза ZiV ^ д і)  =  ̂ ( 2) =  Tti1, > = /К =  kP,
в качестве которого берется изотропная тетрада Киннерсли (стандарт­
ные обозначения см. в [7]). В координатах Бойера — Линдквиста г, ф, ф, 
t метрический тензор имеет следующие ненулевые компоненты: gii =  E/A, 
£ 22= 2 , g 33=  (r2+ a 2+ a 2f sin2 ■&) sin2#, g 3i=  — af s in2 ft, g u = — ( I — f ) , где 
2 = T 2-Ka2 cos2 ft; / = ( 2 M r - Q 2) / ! ;  A = r 2— 2MV+ Q 2; M, a, Q — парамет­
ры, определяемые массой, угловым моментом и зарядом источника тяго­
тения. Проводя вычисления, аналогичные методу Тюкольского (см., 
напр., [8]), частное решение (1) в поле KH можно представить в виде:

Ф =  colon (ДО0 О, R0Q1Zp, R0QoJp, R 1Q JA , RoQo/'Z) ег,('Пф~ш°
где величины R зависят только от г, а 0  — от т  и со — константы раз­
деления; p = r- \ - i a  cos ■&. Функции Ru R% 01 и Q2 определяются через R0 
и 0о выражениями:

Y ^ m 0 Ri  =  ^ D -  R0, Y 2т0 R2 =  —  AD+ R 0,

Y Z m 0Q1 =  — L -  Q0, Y Z m 0Q2 =  — L+ 0„, 

где введены операторы:

D+ = ± I® J 2 +  я2) — т а  — md, — e0qr\,

L+ =  =L- +  ( to a sin -в------
Oft  —  ̂ sin #  J'
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q — величина заряда  источника тяготения. Функции R0 и 0 О подчиняются 
уравнениям:

(D +A D - +  D -  AD+) R0- (X +  2tn20r2) R 0 =  О,
(L+ L -  +  L -  L+) 0 О +  ctg ft (L+ +  L - )  0 О +  (X — 2m2 a 2 cos2 ft) 0 О =  О,

причем X — безразмерная константа разделения.
В [8] показано, что разделение переменных в уравнениях Якоби, К ляй­

н а — Фока и Д ирака  в поле KH возможно ввиду наличия в этом про­
странстве-времени по крайней мере трех операторов симметрии. Д ва из 
них являются лиевскими операторами [6] d/dt  и д/дц>. Третий оператор 
соответствует бивектору Яно — Киллинга, допустимому в этом про­
странстве. Было установлено [5], что для уравнения Д К  не существует 
операторов симметрии, связанных с этим бивектором. Если учесть ука­
занные лиевские операторы симметрии, в случае уравнения Д К  остается 
единственная возможность построить оператор симметрии Q этого урав­
нения в виде:

Q =  ^ ivYttYv (V *  — ie0 Al)  +  ФЕ,  (2)

где E i liv- R x xjivE x — некоторый тривектор, Sxxliv — псевдотензор Леви-Чи- 
витта, Ф — скаляр; эти величины подчиняются уравнениям [5].

V x E 1ixv =  0, дк Ф — Ie0 Fxn E y- =  0, Fiiv =  ~  е^хх Fly . (3)

Можно показать, что система (3) в поле KH совместна только при три­
виальном решении: Ф = с о п з Е  £ + = 0 .

Таким образом, уравнение (1) имеет лишь два независимых операто­
ра симметрии, а четыре независимые переменные разделились пол­
ностью.

По-видимому, в данном случае следует обратиться к расширению ме­
тода разделения переменных [6], переходя к отысканию операторов 
условной симметрии уравнения (1). Ограничимся рассмотрением част­
ного случая, когда оператор Q имеет вид (2) и подчиняется коммутаци­
онному соотношению

[Q, L]— SQ,  (4)
где [ , ] — коммутатор, L — оператор уравнения (1), 5  — некоторая мат­
рица. Из (1) и (4) следует, что 5  =  яуу \ ял =  — F x J y — <Зх1п|Ф|, Jy =
_  Ф=т+0, а псевдовектор Jy удовлетворяет нелинейному уравнению

V[n«A>] — F ^x  ■ J v] JX =  0- (5)

Реш ая (5) в изотропном базисе Киннерсли, найдем, что в поле KH реа­
лизуются две возможности.

1. / ( і )  =  /(3) =  0,

J m  =  - е т т - з Н т М .  J m - F -

G
2

гр2
—  f \2arsin  O' dr ( 2  J1

J  (4) =  0,

гр2 d ( A \
2ar s in  # dr I 2 / ’

J ( I )

Q<2) =  Onr сіп Л Я П  ( У ) ’ Qr(S) =

где F = F  (г) и G = G  (г) — произвольные функции г. Функция Ф в обоих 
случаях остается неопределенной.

Итак, в случае разделения переменных в одном уравнении должен 
существовать полный набор операторов, коммутирующих между собой 
и с оператором уравнения. Д ля  уравнений, описывающих квантовые 
объекты, собственные значения этих операторов однозначно определяют 
чистые состояния, а волновые функции являются произведениями собст­
венных волновых функций каждого из операторов. Если квантовый объ­
ект подчиняется матричному дифференциальному уравнению, то с мате­
матической точки зрения уже не столь очевидным является требование
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существования полного набора операторов, коммутирующих между со­
бой и с оператором уравнения, как необходимое и достаточное условие 
разделения переменных. Это подтверждается доказанной в [6] теоремой 
и рассмотренным нами случаем уравнения Д К  для частицы со спином О 
в поле КН. Можно предположить, что возможность расширения метода 
разделения переменных заложена в тех случаях, когда ф+ф (крест озна­
чает обычное эрмитовское сопряжение) не имеет смысла плотности ве­
роятности.
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А Н  ЧАН M O  ( К Н Д Р ) ,  А. Л. Т О Л С Т Я К ,  А. В. Ч А Л Е Н

П Р И Б Л И Ж Е Н Н Ы Е  М Е Т О Д Ы  РАСЧЕТА  
О Т Р А Ж А Т Е Л Ь Н О Й  СПОСОБНОСТИ ОВФ-ГОЛОГРАММ  

В РАСТВОРАХ КРАСИ ТЕ ЛЕЙ

При рассмотрении отражательной способности динамических ОВФ- 
голограмм, формируемых в растворах красителей при встречном че­
тырехволновом взаимодействии, ограничиваются, как правило, прибли­
жением заданных полей накачки [1—4]. Учет изменения волн накачки 
при их распространении в объеме среды приводит к рассмотрению си­
стемы дифференциальных уравнений, которые могут быть решены лишь 
численно [5, 6]. Аналитические аппроксимации численных решений рас­
сматривались в [7]. Анализ проводился для двухуровневой модели ре­
зонансной среды. Д ля  растворов красителей характерно частичное пе­
рекрытие полос поглощения основного и возбужденного уровней, что 
обусловливает необходимость привлечения более сложных спектроско­
пических моделей. При этом вследствие низкого квантового выхода лю ­
минесценции в возбужденном канале наряду с резонансным механизмом 
нелинейности следует учитывать тепловую нелинейность.

В настоящей работе рассмотрены аналитические приближения, позво­
ляющие рассчитать отражательную способность ОВФ-голограмм в кр а­
сителях, моделируемых трех- и четырехуровневыми схемами. Учтены пе­
реходы между возбужденными синглетными (S i—S 2) и триплетными 
(T i — T2) состояниями молекул.

О траж ательная способность динамических ОВФ-голограмм, равная 
отношению интенсивностей обращенной и сигнальной волн на входе 
в нелинейную среду, в приближении заданной накачки описывается ф ор­
мулой [1]

я  =  IФ I2 [ф +  ( I Ф I2 —  Ф2) 1/2 Ctg {(! ф I2 —  Ф2) 1/2 K 0 А / 2 } ] - 2, (1)
где ф — нормированный амплитудный коэффициент нелинейного погло­
щения слабых сигнальной и обращенной волн в присутствии мощных по­
лей накачки; ф — коэффициент параметрической связи волн; Ко — на­
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