
где е >  О — достаточно малое. Неравенство (10) в этом случае заме­
няется на

I х° (Z) I ^ K 1S3, /C1 =  Const1 / е Т .  (17)
U

Используя (16), (17), (11) с заменой T на [0, 0 +  е), а также тео­
рему 1, можно получить неравенство

е+е
д / м »  - 4 « '  I

W и0 (t) u0' (Z) Si HOjt] / 0
ди2 U0 (Z) X

X (О Л f  O3 (е3) ^  0' (18)
Теорема 2. Если u°(/) , Z e T 1— оптимальное управление в задаче 

(1) — (5), то имеет место неравенство:

~ ~ - 'ди ] “° (0 +  й0' (Z)--^ 1 (Z) <  о, z е  г. (19)

Доказательство неравенства (19) нетрудно получить из (18) с 
использованием теоремы о среднем.

Нетрудно заметить, что условия (15), (19) по своей сути напоминают 
известные уравнение Эйлера и условие Лежандра соответственно из 
классического вариационного исчисления [1, 2].

З а м е ч а н и е .  Все результаты сохраняются, если в качестве допу­
стимых управлений рассматривать дважды кусочно-дифференцируемые 
на Tm-вектор функции.

Следует также сказать, что подобные результаты имелись ранее 
лишь для обыкновенных линейных управляемых систем [3—5].
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УДК 517.977
ЛЕ ТЬИ ЗУНГ (СРВ)

ОПТИМИЗАЦИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
C УПРАВЛЯЕМОЙ СТРУКТУРОЙ

В [1] исследована задача оптимизации динамической системы
х = A0X +  aofi (х) A-bu, Z e T  =  [0, Z*], х (0) = х0 (1)

по функционалу качества
I (и) = c'x(t*)-+ min. (2)

Там получен опорный принцип максимума и изложена процедура 
доводки. C целью обобщения результатов на системы, охватывающие 
более широкий класс физических и технических задач, в данной работе 
вместо (1), (2) рассмотрим динамическую систему

х = fi(x)'+fz(x)u,  Zf=T1 *(0) =  х0 (3)
и функционал

I (и) = <p(*(Z*) )-»-min, (4)
где х = x( t )— n-вектор состояния; и = u(t) — значение скалярного управ­
ления; Xq — заданный вектор начального состояния.
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Допустимым управлением назовем каждую кусочно-непрерывную 
функцию и = u(t), | и ( ^ ) | ^  I, t ^ T ,  если соответствующее ей решение 
системы (3) удовлетворяет ограничению

g(x(t*)) = 0. (5)
Здесь п — вектор-функция fi(-), Д(-); т — вектор-функция g(-)  и 

скалярная функция ф(-) предполагаются непрерывными вместе с их 
производными до второго порядка.

Математической моделью (3) — (5) описываются, в частности, пере­
ходные процессы в ядерном реакторе (см., например, [2], [3]).

1. О п о р н ы й  п р и н ц и п  м а к с и м у м а .  Вдоль допустимого управления 
u(t), t ^ T ,  и соответствующей ему траектории системы (3) построим 
сопряженную систему:

где А (t) = dfi (х (Q)
дх

Ф =  — А'  (0 ф, t ^ T ,  
ф (t*) =  С у  — с,

dh(*x(t)) и (t), ts=T,

( 6 )

(7)

r  dg(x( t*))  п _  d y ' (х (t*)) 
и  ~~ дх ’ *■ дх -
Будем использовать также обозначения b(t) = / 2(*(0)> с(/) =

=  c'F(t*)F-L(t)b(t), G(t)= GF(t*)F~i (t)b(t), t t=T,  где F = A(t) F,
t e  T, F(O) = E — единичная матрица.

Допустим, что rank G=m<in. На отрезке T выделим множество Toa =
=  I 1̂........ts). Каждой точке tkE^T поставим в соответствие конечное
множество Ik, k =  I , s, с элементами вида р+, р~, р°. Включение р+ ее 
е /;, ( р - е Д )  означает, что в точке th рассматривается правая (левая) 
производная р-го порядка от функции G(t). Запись p0 е  Ik подразуме­
вает, что G(t) в точке th имеет непрерывную производную р-го порядка 
и эта производная находится в рассмотрении. Положим I0n={/i, Д}-

Совокупность Son=  {Гоп, / оп} назовем (локальной) опорой ограничений 
(вдоль u(t), x(t), <GT) ,  матрицу P =  (G(p> (kk), p<=Ik, k, — \, s) опор-- 
ной, если rank P = ni и

. {tk) \  г , -j— I . .
nnkHow(«)•p ° - *-'• T m- h C'

Пара {и, S} из допустимого управления и опоры ограничений называ­
ется опорным управлением. Если s=m,  Д =  {0}, k=\ ,  m и | (и (t — 0 )+  
-f  Uitjr 0))/2|<1, t€bTm, то опорное управление называестя невырожденным 

Опорному управлению поставим в соответствие решение системы 
(6) — (7) с /п-вектором потенциалов

у =  (T3- 1Kcon, con = (P^( tk), p<=Ik, k = \ ,  s). (8)
Как известно, оптимальное управление u(t), t ^ T ,  задачи (3) — (5) 

называют нормальным, если не существует таких чисел Ao = 0 и ш-век­
тора А ф  0, что

ф ' (t)b (t) и (t) = гпахф' (if) b (t) и, t ^ T ,
I и |< 1

где ф(/), t ^ T ,— решение системы (6) с условием ф (t*) = A0C +  G'A. 
Следуя [1], можно доказать следующие результаты.
Теорема 1. Пусть {и, Son) — невырожденное опорное управление, 

x(t),  ф (/), t ^ T ,— соответствующие траектории систем (3) и (6) — (8), 
Н{х, ф, и) = ф'(fi(x) +  h(x)u).

Условие максимума
H (x(t), ф(Д, и (t)) = maxH(x(t) ,  ф(Д, и), t ^ T  (9)

I и 1<1

является необходимым условием оптимальности допустимого управле­
ния и (ф  / е  Т.
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Теорема 2. Для нормального оптимального управления u(t), t<=T, 
существует такая локальная опора ограничений Son, что на опорном 
управлении {и, Son) и соответствующих ему решениях x(t),  ф(/+ t <= Tt 
прямой (3) и сопряженной (6) — (8) систем выполняется (9).

2. Доводка. Численный пример. Рассмотрим совокупность T 3oa = [T1 
i<=N)czT,  T t=[xit Ti], тг< У < т,-+ |, I= N =  {1, ... , р), т° =  0, тp+\=t*.

Введем обозначения: Ni = (i е  N : п  <  TiJ, I = (£,-. i<=K) = Ixit i(=N\ 
хг, I E  Ni ) , К = {1, 2, . . . ,  |N|  + 1 Nic I}, 0 = (\]зо, S).

Пусть дс (0, t), чр (0, t ) , t<=T,— решения систем (3), (6), гр (0) = тро, 
при управлении u(t) = ы(0, t), t ^ T t сопровождающем 0,

ш(0, O =  I V - I -  ^e Th =  Г \ и ^ г .
со(0, о =  Ip' ( t )R(x( t ) ) /^ '  (t)S(x(t)),  t<E и T 1.

ie-v*
Последняя формула получается из тождеств [гр' (06(01 =  0, X

X [ф' (0 Ь (01 =  0, t E= U T i B предположении ф ' 5 ( х ) > 0 .i&v*
Здесь

R(x) =

S(x) = -

Подсчитаем:

S0 (9- У) = W - H - dg' Cg (0. <*)) 
дх

д<р' (х (0, (*)) 
дх

S*(9. У) = в(х(В, П ) ,  I3 (0, г/) =  ф'(0, I3) Ь (I3)t j E= К-

У

Процедура доводки заключается в решении системы уравнений:
So(0, У) = O’, U 0 ,  */) = 0; £i(0, у) = 0, /е=Я.  (10)

Пример. Рассмотрим задачу I (и) = x2(3)-»-min,
Xi =  Xi и; X2 =  (X1 —  I ) 2, 1 е Г  =  [0, 3], Xi (0) =  Xi (3) =  2, X2(O) =  0. (11)  

Для нее H (х, ф, и)  = ф л и  +  ф2 ( X i —  1) 2,

Фх =  — Ф +  — 2ф2 (X1 — 1); ф, =  — 1, 1 е Г .  (12)
Пусть T0 = [Ti, т1] — опорный промежуток. На нем особое управле­

ние равно со(0 =  0, I e  T0.
Решив системы (11), (12) с начальным условием X i (0) = 2, X 2(O) = 0, 

фДО) = фш при управлении
1— 1, f е  [0, X1 [; 

и (0 =  I [т1; тД;
( I , t E= [т1, 3],

составим систему уравнений доводки (10).
Здесь имеем:
0 = (фю, Ti, т1),
е*(0) =  2ехр(3 — Ti — т1) — 2,
Si(O) = фю (exp(Ti) — 2 ехр(—Ti) +  2,
S2 (0) = фю exp (Ti) — (2 ехр(—Ti) -  I) (I +  2ti — 2т1) +  1.
Ее решение: ф10 = ---- =, T1 =  In 2, т1 =  3 — 1п2.
З а м е ч а н и е .  Во многих примерах процедура доводки может быть 

реализована сразу после выявления структуры оптимального управле­
ния без дополнительных предварительных вычислений. В ряде задач 
оптимизации переходных процессов в ядерном реакторе, как известно, 
нетрудно выявить структуру оптимального управления. Доводка в таких 
случаях является эффективным способом получения точных результа-
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тов. Однако достижение высокой точности связано с трудоемкими вы­
числениями, поэтому мы ограничились только простым примером. Реше­
ние прикладных задач будет проведено в дальнейшем.
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УДК 517.38
НГУЕН TXАНЬ ХАИ (СРВ)

К ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ 
ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ КАМПЕ ДЕ ФЕРЬЕ

1. Функция Кампе де Ферье впервые определена в [1] через двойной 
ряд вида

ЕЛ: В; В ' 
С: Р ;  D '

(а): (6); (V) 
AcY (dy (V) X, у

A  B B '

„ П (aj)m+n П (bj)m П (Vj )n
2  1= 1______ /_!____ I ____

D D'  ~

т-п=° П (Cj)т+п П ( d j ) m П (d] )n

Vffl Un 
ml ' п\ ’

/= 1 1= 1 1= 1

где (а)0 = 1 ,  (V)k =  =  а (а — ]) ... ( a -f А — 1), Г (а) — Гамма-
функция. (Причем в [1] рассматривался случай B' =  B, D' =  D.)

Для ряда (1) в [2] показано, что он сходится при любых х, у е С, 
если А +  В < C  +  D + l ,  А +  B ' <  C +  D ' +  1. Если же A -f В = 
= С +  £>+1,  А +  В' = C D' +  1, то область сходимости ряда (1)
соответственно имеет вид

max {\х\, I //} <  1 при А  <  C или
I I

I х \А~ С -г IУ \А~С <  1 при Л >  С.
Изучение этой функции представляется очень важной задачей, так 

как ее частным случаем являются известные функции Аппеля Fi,  F2, Fз, 
F i и Горна Фь Ф2, Фв, xFi, xF2, Si, S2 (их определения см. в [3]). При 
А  = C =  0 ряд (1) превращается в произведение двух обобщенных ги­
пергеометрических рядов Гаусса [3]:

=  bFd (bit ••• I Ьв,

р 0: В \  В '  1 0: D] D'
' : (ЬУ ( V )

: (d)-, ( V )

dj, х) B1Dpr (bр

-V, у

... , ЪВГ, d r •••> dp,, у). ( 2 )

В настоящей работе устанавливаются различные интегральные пред­
ставления функции Кампе де Ферье и ее приложения к вычислению 
интегралов.

2. Интегральные представления и аналитическое продолжение функ­
ции Кампе де Ферье.

Теорема 1. Пусть выполняются указанные условия сходимости ря­
да (1) и, кроме того,
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