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У Д К  517.948.32:517.544
С. Л .  Ш Т И Н

ОБ О Д Н О Й  ГИП ОТЕ ЗЕ В. Е. КРУГЛОВА

Пусть L  — слож н ы й  кусочно-гладкий контур, располож ен ны й в к о ­
нечной части  плоскости, а Л  — конечное множ ество  точек из L, с о д е р ж а ­
щ ее все н ерегулярны е точки. Пусть, д алее , Li, L2, . . . ,  L n  — компоненты 
связности м н ож ества  L \ A , h  на каж д о м  Lj  з а д а н а  невы рож денн ая  ф у н к­
ц и он альн ая  м атри ц а  Gj  (Z) п о р яд ка  я, у д овлетворяю щ ая  условию Гель- 
дера . Т аки м  образом , на L \ Л  за д а е т с я  м атри чн ая  функция G( t ) .  З а д а ­
дим  еще на L \ A  / / -н еп р ер ы вн ы й  n -мерный вектор g ( t ) .

Рассм отри м  м атричную  краевую  за д ач у  Р и м а н а :  найти все векторы- 
столбцы Ф ( г ) ,  голом орфны е вне L, исчезаю щ ие на бесконечности, LI-не­
преры вно пр о д о л ж и м ы е слева  и сп р ава  на L \ A ,  где д о лж н о  вы п о л ­
няться  к раевое  условие

Ф +  (Z) =  G (t) Ф -  (Z) +  g  (Z), t  GE L \ A .
О граничим ся  тем случаем, когда  G (Z )— подстановочная м атри ц а ,  т. е. 
д л я  к аж до го  /  м атр и ц а  Gj ( t )  яв л яется  образом  некоторой подстановки 
из S n при м ономиальном представлении. Ч астн ы е  случаи этой зад ач и  
изучались в р аб о тах  Э. И. Зверови ча , Л .  И. П ом еранцевой  [I] и
В. Е. К руглова  [2].

При решении м атричной зад ач и  Р и м а н а  в аж н о е  значение имеет и зу ­
чение возм ож ности  редукции с помощ ью  невы рож денной линейной з а ­
мены переменных данной я-мерной зад ач и  к двум  з а д ач а м  меньшей р а з ­
мерности.

В работе  [2] т а к а я  зам ен а  переменных у к а зы в а е т с я  д л я  G(Z) =  S 3 
и S i и д о казы в ается  ее невозм ож ность  в случае  G(Z) =  S 5. В связи  с э т и ­
ми р езу л ьтатам и  В. Е. Круглов в ы с к а за л  в 1985 г. гипотезу о том, что 
линей ная  зам ен а ,  редуц и рую щ ая  я-м ерную  за д ач у  Р и м а н а  к за д ач а м  
меньш их разм ерностей , сущ ествует  только  д л я  разр еш и м ы х  групп под­
становок.

В настоящ ей  работе  эта  гипотеза  опровергается . П риводится  пример 
неразреш им ой  группы, д ля  которой сущ ествует  редуц и рую щ ая  зам ен а  
переменных. П ерейдем  к излож ению  этого примера. М ы у к а ж е м  такую  
группу G cz S s и такую  м атри цу  S e G L  (8 , С) ,  что д ля  всех J e G  будет 
иметь место равенство

( * )  S - 1 g s  =  I е  p g,
где P g —-некоторая  м о н о м и ал ьн ая  м атр и ц а  п о р яд ка  7 (т а к а я  м атри ца  
м о ж е т  отличаться  от подстановочной тем, что ее ненулевы е элементы — 
произвольны е числа из С*).

Рассм отри м  подгруппу G <= S 8, порож денн ую  тр ем я  элементами: 
а  =  (1234567), р  =  (18) (24) (37) (56), T =  (23) (47). Очевидно, что G =  
=  < а ,  р, т > g L S k при k  <  8 . Если не н а к л а д ы в а т ь  этого ограничения, то 
м ож но получить тривиальны е контрприм еры  ( Sn = J S n- I =  G — н ер азр е ­
ш и м ая  подгруппа при я  ^  6 и S  =  I n ),  которы е не являю тся ,  однако, со ­
д ер ж ател ьн ы м и  при рассмотрении краевой  зад ач и  Р и м ан а .

Рассм отри м  в G подгруппу <сг, т > .  М ож н о  д о к а за т ь  [3], что 
<ст, т > ^  P S L  (3, 2 ) ,  а последняя группа, к а к  известно, проста. С ледо­
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вательно, н аш а  группа G разреш им ой не будет, так  к а к  в противном слу ­
чае  л ю б ая  ее подгруппа д о л ж н а  бы ла бы быть разреш им ой. Теперь по­
строим таку ю  м атри цу  S ^ G L  (8 , С ), что д л я  всех J e G  выполняется  
равенство  (*). Д остаточн о  установить, что это равенство  имеет место 
д л я  о б разую щ и х  а, р, т.

Если считать  матрицы , п редставляю щ ие элем енты  g  е  G, м атрицам и 
линейны х п р еобразований , запи сан ны м и в каноническом базисе, то пре­
о б р азо в ан и е  g  i-»- S ~ lg S  мож но интерпретировать  к а к  зам ен у  базиса. 
В ы полнение равенства  (*) о зн ач ает  тогда  сущ ествование  такого  базиса  
W I, IE2, . . . ,  W 8, д л я  которого прям ы е < W i > ,  £ = 1 , . . . , 8  будут претер­
певать под действием  а, р, т  некоторые перестановки , причем Wa1 =  W\  =  
=  W xl = W i.

Р ассм отри м  следую щ ую  м атри цу

'I I
I — I 
I — I 
I I 
I — I 
I I 
I I
I — I — I — I — I

I — I 
I I 
I I 

-I I 
-I — I 
I — I 

-I I 
I

Н епосредственны м вычислением у б еж д аем ся ,  что S е  GL  (8 , С) и 
что а, р, т  действую т на Wi  следую щ им образом:

W al =  W 1, W l  =  W 3, W l  =  W i , W a4 =  W 5, W l  =  W t , W l  =  W 7, W a7 =  W b,

W a8 =  W 2;

W 91 =  W 1, IEp2 = - W B, W l  =  -  W 3, W t4 =  -  W i , IEp5 =  IE5, W l  =  -  W t ,

W 97 =  W 7, W 98 =  W s;

W xl =  Hf1, W l  =  W 2, W x3 =  W e, W x4 =  W 4, W l  =  W 5, W t  =  IE3, W r7 =  IE8,

W 3 =  W 7.

О тсю да следует, что множ ество  м атри ц  S ^ 1G S  действительно имеет вид 
I ф P g, где P g — м о н о м и ал ьн ая  м атр и ц а  п о р яд к а  7.

В заклю чен и е  отметим, что у тверж ден и е  гипотезы относительно су­
щ ествовани я  трансф орм и рую щ его  п р ео б р азо ван и я  S в (*) д ля  р азр еш и ­
мых подгрупп, возм ож н о, верно. З д есь  мы д о к а ж е м  ее д л я  разреш и м ы х 
подгрупп в S p в том случае, когда р — простое число. В этом случае
структура м ак си м ал ь н ы х  разр еш и м ы х  подгрупп наиболее проста.
И звестно [4], что с точностью  до сопряж ен ности  в S p имеется одна м а к ­
си м ал ь н ая  р а з р е ш и м а я  т р ан зи ти в н ая  подгруппа Гр. Э та  группа имеет 
порядок р { р  —  I) и состоит из всех подстан овок вида: /га р(х) =  рх +  а; 
а,  р, х е  Fp, (3 Ф  0 (если м нож ество, на  котором  действует S v , интерпре­
тировать  к а к  конечное поле).

П о к аж ем ,  что Гр п о р о ж дается  д в у м я  образую щ им и.
Известно, что мультипликативная группа Fp циклическая, т. е. Fp =

=  <£> д ля  некоторого £ e F p.
Р ассм отри м  подстановки: a ( x )  =  x -f -  I и т ( х )  =  £х, ord(cr) =  p и 

огс1(т) =  р — I. Л ю б а я  п одстан овка  Zza5 е  Г р п редставляется  тогда сл е ­
дую щ им образом : Zia р(х) =  рх +  a  =  crar s (x ),  где s — такое целое число, 
что £s =  p ( m o d p )  (такое  s всегда существует, т а к  как  P=^O и £ — о б р а ­
зую щий элем ен т) .

Д л я  того чтобы д о к а з а т ь  равенство  (*) д л я  группы Гр, мы, к ак  и в ы ­
ше, построим такой  б ази с  W 0, W 4, . . . ,  W p- 4 в С” , чтобы прямы е < 1 Е і >
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исп ы ты вали  при действии элементов о, т е  I1p некоторые перестановки , 
причем вектор Wo о став ал ся  бы неподвиж ным. (Он отвечает единице в 
п рям ом  р азл о ж ен и и  I ®  P g). И ск о м ая  м атри ца  S будет тогда состоять  
из столбцов координ ат  векторов W i .

З ам ети м  преж де  всего, что, с точностью до растяж ен ия , W о =  W0 +  
+  Wi +  . . . - ) - wp_i, где Vi — ( і + 1 ) - й  вектор стандартного  базиса  в C 11. 
Д ействительно , пусть W ' 0= c t o 0 0+ a i 0 1 ®  . . .  - f - a p _ i O p _ i .  Тогда из у с л о ­
вия  W о =  W 0 получаем:

(a 0o0 +  O1O1 +  ... +  a p_ i  Op- O a =  а 0 va (O) +  Ct1 Oa (о  +  ... - f  a p_ i Oafp- D  =  
=  Ct0O1 - р  CC1O2 “р  ... ®  Ctp—2 Op— I ®  CCp-I O0 =  CC0O0 CtiO1 - T  “}- Ctp—I Op—j .

С р а в н и в ая  коэффициенты, находим: сю =  ai =  . . .  =  a P- i .  Если W 0f
W I, . . . ,  W p- 1 — искомый базис, то, к а к  у ж е  было отмечено, к а ж д ы й  э л е ­
мент g  е  Гр д о лж ен  индуцировать  некоторую подстановку %  на м н о­
ж еств е  прям ы х < W 0> ,  . . . ,  < W P- 1> ,  причем < 1 Е 0> — н еп одвиж ная  
точка  этой подстановки.

Посмотрим, к а к а я  подстановка л а отвечает образую щ ей о группы Г р. 
Ясно, что о тображ ен и е  5'1-*-% — гомоморфизм  групп. И з того, что а  —  
цикл п оряд ка  р, мы получаем, что o rd  (яа) | р. В силу простоты р д ля  
o r d (J ta ) есть только  две  возможности: o rd ( j t ff) =  р и Ord(Jiff) =  I. Ho пер ­
в а я  из них означает, что л а — цикл порядка  р,  что противоречит у с л о ­
вию n a< W o >  = < W 0> .  С ледовательно , ord(ixff) =  I, т. е. л 0 — единичная 
подстановка.

П олож и м  W 1 =  aoWo +  ссіУі +  . . .  +  a p-iOp_i. И з  условия < W i > a =  
= < i W i >  получаем:

( c t o W o  “ Ь  • • • ®  Ctp - i w p _ i ) °  =  c c o W i  ®  CC1 W2 ■ ■ • H- Ctp - zVp-i  - f -  a P ~ i U o  —

=  Я (aofo —f- ctiWi a P-iWp_ i ) .
С р а в н и в ая  коэффициенты, находим:

Ctp-I =  Я.Cto, Ctp- 2 =  Xctp-1, . . .
Т аким  образом, с точностью до растяж ен и я ,

W i =  V 0 +  X P - l V i  +  X p - 2V 2 +  . . .  +  AWp - I .

Р авен ство  ор =  I влечет  Xp =  I.
Если в качестве  X вы бирать  различны е корни из единицы степени р, 

то получим р — I разли чн ы х  векторов. И х мы и примем в качестве  W i, 
W г, . . . ,  W p- 1. У бедимся, что векторы IE0, W 1, . . . ,  W p-I  образую т базис. 
Д л я  этого рассмотрим определитель:

I I I I / I I I I \
I Я Р - 1 ( Я 2 ) р - 1 . .  ( Я Р - ' ) Р - 1 II I ЯР - 1 ( Я Р - 1) 3 . . .  ( Я Р - ' ) Р - 1 \

I ЯР - 2 ( Я 2) Р - 2 ..  ( Я Р - ! ) Р - 2 =  det I I ЯР - 1 ( Я Р - 1 ) 3 ..  ( Я Р —2 ) Р — 1

I я2 ( Я 2 ) 2 . .  ( Я Р - 1 ) 2 \ I я2 ( Я 2 ) 2 . . .  ( Я 2 ) P- 1 I
I я я2 Я Р - 1 \ 1 я я2 Яр- 1 I

П оследний определитель  — это определитель  В ан дерм он да  и поэтому 
отличен от нуля.

О сталось убедиться  в том, что д л я  к а ж д о й  прямой <  IE,•> сущ ест­
вует  т а к а я  п р я м а я  < W j > ,  что < W i^ x =  < W j > .

Мы п окаж ем , что имеет место д а ж е  более точное соотношение: 
W J  =  W j .  П оскольку  все векторы  W i отличаю тся  друг  от д руга  лиш ь 
тем, что при их построении использую тся различны е корпи из единицы 
степени р, то достаточно установить, что найдется  такой  вектор W i, д ля  
которого имеет место равенство  W j  = W i :

W xl =  (w0 +  Я р - 1W1 +  Xp- 2V2 +  . . .  +  Xv p- \ ) x =  W0 +  Яр- 1 Ŵ  +  Xp- 2V^z \ -

Зд есь  черта означает  приведение по m od  р.
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Л ю бо й  вектор Wi  имеет вид: D0 +  (^s) P- 1Oj +  (^s) p~2Vz +  . . .  +  X*vp-i .  
С опоставим  векторам  W j  и Wi  подстановки я  и 0  соответственно:

/ I21 . . . ( F = T K y  е _ ( _ ! _______
\ р - 1  р —2 ... I I '  и  U ( P - I )  ! ( / 7 - 2 )  ... Si

Т огда  д о к азател ь ств о  сущ ествования вектора  Wi  сведется  к д о к а з а ­
тельству  сущ ествования  такого  целого числа s,  д л я  которого имеет место 
равенство  я  =  0  или, что равносильно, я _10  =  I. Б ерем  произвольное k,  
I ^  k  ^  р  — I, и действуем на него я -1©: 

л
Я

=  s (— —ks) =  s ( — ( p — I ) k Q =  skt,. 
Если мы возьмем s =  £p~ 2, то получим

ski, =  £p_1 k — k  =  k.
Т аки м  образом , я _10  =  I, что и требовалось  доказать .
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УДК 517.977
А. И. К А Л И Н И Н

А С И М ПТО ТИ ЧЕ СК ИЕ  М Е Т О Д Ы  
ПО СТР ОЕН ИЯ О П Т И М А Л Ь Н Ы Х  У П Р А В Л Е Н И Й  

С Р Е Л Е Й Н Ы М И  И О С О БЫ М И  УЧАСТКАМИ

М ногие п р и кладн ы е  зад ач и  оптимального  у п равлен и я  в своих м а т е ­
м атических м оделях  со д е р ж а т  м алы е  парам етры , причем модели сущ ест­
венно упрощ аю тся , если эти п ар ам етр ы  п олож ить  равны м и нулю. В т а ­
ких случаях  целесообразн о  использовать  асимптотические методы, 
основное достоинство которы х в том, что при их применении исходные 
зад ач и  сводятся  к  коррекции  реш ения более  простых з а д ач  оп ти м ал ь­
ного у правлени я . В р а м к а х  теории о птим альны х  процессов асимптоти­
ческим  м етодам  у д ел я ется  значительное вни м ан ие  (см. обзорные статьи 
[ I — 3]). В больш ин стве  работ  рассм атр и ваю тся  зад ач и  с открытой 
о бластью  уп равлен и я ,  т. е. з а д ач и  вариаци онного  типа. Оптимальны е 
реж и м ы  в них я в л яю т ся  гладк и м и  ф ункц иям и  м ал о го  п ар ам етр а ,  что не 
имеет места  д л я  з а д а ч  оптим ального  уп р авл ен и я  в классической п оста­
новке, асим птотика  которы х изучена недостаточно полно.

Опишем подход, которы й позволил р а з р а б о т а т ь  конструктивные ал го ­
ритмы асимптотического реш ения ш ирокого к л а с с а  регулярно и сингу­
ляр н о  возм ущ ен ны х з а д а ч  оптим ального  у п р ав л ен и я  с зам кн уты м и м но­
ж ествам и  допустим ы х значений у п р ав л яю щ и х  воздействий. В основе 
подхода л е ж и т  идея специальной  конечномерной п ар ам етризаци и  опти­
м альны х управлений. В з а д а ч а х  с прям ы м и ограничениям и на значения 
у п р ав л я ю щ и х  воздействий в виде зам к н у ты х  неравенств  оптимальны е 
управлен и я  в общ ем случае  имею т релейные, квази особы е и особые 
участки  [4]. Точки переклю чения , моменты н а ч а л а  и конца квазиособы х 
и особых реж и м ов  вместе с м н ож и телям и  Л а г р а н ж а  являю тся  удобными 
конечномерны ми эл ем ен там и  д л я  описания оптим альны х управлений
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