
W0 — w 2 =  — 0,5 X1
К aOH ' I I

Xi Slx \
дХх) (« 4 4  Ill +  «55 Si)

+  2а2 (а66 O44 TJ1 O35 (I1)J (/3 /4) 0,5Л,3 (oG0 —- Ii3 O41 — 13 а55) /6.

Н ап ряж ен н о-деф орм и рован н ое  состояние ортотропного полупрост­
ран ства  находится  по ф орм улам  [I], описываю щим упругое состояние, 
с учетом найденны х потенциалов T (х, у, г ) ,  Ф і(х ,  рлу,  Xiz), Ф 3(х, р 3г/, X3z ) ,  
Фо(х, PO у ,  IoZ) .
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У Д К  519.21

В. П. К У Р Е Н О К

СУЩЕСТ В ОВ АНИЕ  РЕШЕНИЯ СТОХАСТИЧECKOEO 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Е О  УР АВНЕНИЯ БЕЗ СНОСА  

П Р И  Л О К А Л Ь Н О Й  ИНТЕГРИРУЕМОСТИ К ОЭФФИЦИЕНТА а 2

Рассм отри м  стохастическое д и ф ф еренц иальное  уравнение

CiXt =  a( t ,  X t ) d W t, О ( I )

с начальн ы м  значением  х е / ?  и измеримой функцией a: R + X R - + R ,  
где процесс W  =  ( Wt )  t o является  винеровским. П усть  (Q, F, Р;  F ) — 
стохастический  базис, где F =  ( F ; ) ; > o — возрастаю щ и й  поток ст-алгебр, 
удовлетворяю щ ий естественным условиям  [I, гл. I, § I]. П од  (X,  F) бу­
д е м  понимать случайны й процесс X  =  ( X t ) t > о, согласованны й с пото­
ком F, а под (W,  F ) — винеровский процесс W  =  ( W t)t » о, который с о гл а ­
сован с F и д л я  которого при лю бы х t, т ^ О  п ри ращ ени я  W tJrx- W t не 

з а в и с я т  от F t.
Оп р е д е ле н и е  I  [2, гл. 4, § I]. Реш ением  у равнени я  ( I )  на  стохасти­

ческом базисе  (Q, F, Р;  F ) н азы вается  п а р а  процессов (X; W)  таких, что
1) процесс X  =  ( X t ) t>o является  F -согласованны м;
2) процесс W — ( W t )t-. 0 является  (W,  F ) -винеровским;
3) д л я  каж до го  0 почти наверное (п. н.) имеет место соотношение

t
X t =  X +  j  a (s, X s) d W s. 

о
В данной работе  мы д о к азы в аем  теорему сущ ествования  решения 

уравн ен и я  ( I ) ,  которая  об общ ает  результаты  Е р ш о ва  [3] и В атан аб э  [4], 
где  д ля  сущ ествования  реш ения п ред п олагается  либо липш ицевость 
функц ии  а~2, ее ограниченность и невы рож денность, либо ее непреры в­
ность [4] по совокупности переменных.

Все встречаю щ иеся  д ал ее  соотношения м е ж д у  случайны м и величи­
н а м и  будем считать, если не оговорено противное, выполненными почти 
наверное.

Определение  2. П од  случайной зам еной  времени (зам еной  времени) 
на  стохастическом базисе  (Q, F, Р\  F) будем понимать такой  процесс 
ф =  (фі)<>0, что

1) Фо =  0;
2 ) (ft является  непрерывной функцией;
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3) Iim (pt =  оо;

4) процесс ф является  F -согласованным.
Д л я  н ахож ден и я  решения уравнения  ( I )  применим метод зам ены  

времени. И звестно  [2, гл. 4, § 4] что, если на стохастическом базисе 
(Й, F , Р;  F) с винеровским процессом ( W , F) сущ ествует решение у р а в ­
нения

явл яю щ ееся  заменой времени, то уравнени е  ( I)  тогда  тож е имеет р е ­
шение.

П риведем  без д о ка за тел ь с тв а  один резу л ьтат  о слабой  сходимости 
мер, соответствую щ их случайным процессам, который будем использо­
в ать  при до к азател ьстве  теоремы.

Лемма [2, Гл. I, Т. 4.2]. Пусть на вероятностном пространстве (Й: 
F,  Р)  задана последовательность d -мерных процессов о. п = \ ,  2
... , I, удовлетворяющих следующим двум условиям:

1) для любого T  >  О Iim sup P  (max | Y n | >  C) =  O;
C f ^  п t c T

2) для любых Т ,  е >  O и t 1 ,  t . 2 ^ [ 0 ,  Г] Iim s u p P (  max | Y nt  —F" | >
Ii f о n I й —і г I < л  1 3

>  е) =  O (для векторов г, у  E= R d (z, у)  обозначает их скалярное произве­
дение, a | z |  =  lF(z, z ) — длину вектора г).

Т огда последовательность (F n ) явл яется  слабо  компактной, т. е. из 
лю бой  подпоследовательности мер, соответствующ их процессам (F n ), 
м ож н о  в ы б рать  сходящ ую ся подпоследовательность.

Теорема. Если выполнены условия:
1) функция a~2 (t, х )  является  непрерывной по t при лю бом х, (t, х ) е  

ge R+ X R;
2) существую т функции g  ̂  IJoc- и z  с / ( {х : z ( x )  > 0 } )  > 0 ,  где I — 

м ер а  Л еб ега ,  такие, что z ( x )  ^ a ~ 2 (t, x )?gZg(x ) ,  ( t , х) ^ R + X R .  то у р а в ­
нение ( I )  имеет решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По сделанному выше замечанию нам достаточно 
доказать, что существует замена времени ф =  ( y t)t>o, удовлетворяющая 
уравнению (2 ) для некоторого винеровского процесса W .

Пусть W 0 — (IF0) ^ 0 — впнеровский процесс на стохастическом базисе 
(й°, F 0, P 0, F0), где F 0t =  ст (IF0, 0 < s < ^ ) ,  t ^ - 0  — пополненные а - а л ­
гебры. Очевидно, что процесс W 0 является ( W0, Р°)-винеровским. Д л я  п — 
— I, 2 ... определим далее процессы:

И з условия 2) теоремы следует, что определение (3) корректно и процес­
сы (cp°)t>o, п =  I, 2, ... являются Р°-согласованными. Проверим далее, что 
последовательность трехмерных процессов

является слабо компактной. С учетом условия 2) теоремы имеем для лю ­
бых Т,  С >  0:

Cpi =  j а ~ 2 (ф5, W s -F х) ds, t >  О, ( 2)
О

( 3 )

О

Ф” ; \ а~ 2 (фп, W°  +  x)ds -  W 0), п =  I, 2  t > 0  (4)
о

44



Аналогично д ля  Г , А, е > 0  и  Z1, Z2 е  [О, Т\  получаем:

max | /  (ф" —  ф” )2 +   ̂[  а~ 2 (cp", W^-\- х)  d s j2+ ( U ^ — )2>  ej  <
I I 2 | \  ^

<  P ( max [2 ( f g  (W°  +  х) d s Y  +  (W°  — W? )21 >  в). (6 )
vM i- M  < * L V1 '  J '

И з неравенств (5) и (6 ) следует непосредственно, что последовательность 
процессов (4) удовлетворяет условиям леммы, т. е. существует подпоследова­
тельность {яД, /г =  I, 2 , ... и предельный процесс (ф,'; г|з̂ '; W't ), к кото-

<
рому слабо сходятся при /г ^ -о о  процессы up"*; | а ~ 2(флй, W°- - x ) ds \  1И;°].

V < S /

Д л я  простоты будем полагать, что подпоследовательность {яД, /е =  I, 2, ... 
совпадает с последовательностью {I, 2 , ...}.

t
Так как функционал ( а ~ 2 (-, y ( s ) ) d s  является непрерывным на

о
С[о, г] (R)  для  любого T  >  0 , то совместное распределение процессов ф '  и
t
[  я ~ 2 (ф5\  W s ~г х)  ds совпадает с пределом совместного распределения про- 
о
цессов

/ ‘ * \
( J  а~~2 (ф", W 0s 4  x )ds;  j  а~ 2 (ф", W's° - f  х)  ds).
О O 7

t

Отсюда следует, что для любого Т > 0 ф / =  [  а~ 2 (ф5\  W s 4- х) ds, Ze=[0,
о

Т],  т. е. последовательность процессов (4) слабо сходится к процессу

(ф,'; | а ~ 2 (ф5',  W s +  х) ds, Wj j ,  Z > 0. Кроме того, W  = ( W t )t>0 является 
' о  '
винеровским процессом.

Покажем, что процесс (ф ',  W t )t>0 удовлетворяет уравнению (2). Д л я  
Z =  0 имеем ф" =  0, я  =  I, 2, ... и, следовательно, ф ' =  0. Пусть Z >  0.

Тогда существует номер п 0, что для всех я  я п выполнено Z >  0.

Д л я  таких я  получаем, что

Ф" —  j  я -2  (ф " ,  +  х)  Hs =  ф" —  [ а - 2 ( ф " , W7s0 +  х )  ds +
о о

t
+  j  a - 2 ( y “,W°s J- x ) d s

t—~п
стремится к нулю по вероятности при я-»- оо, т. е.

Ф/ =  j' й~2 (ф'- Ws +  x)ds (7 )
о

с вероятностью единица.



Правая часть равенства (7) является непрерывной, поэтому процесс 
(ф/) является такж е непрерывным при / >  0 .

Д л я  любого фиксированного Т >  0 процессы (ф", W°)  (t ^ T )  являют­
ся измеримыми относительно а-алгебры F t, а приращения процесса (Ц7°) 
после момента времени T  не зависят от Fr-  Следовательно, процессы (ф?, 
W ? ) ( t < T )  не зависят от приращений процесса (№s°) после момента Т.  
В силу того, что процессы (ф?, W 0t ) п =  I, 2, ... сходятся при п ^ - о о  
слабо к процессу (ф*, W i ), последнее имеет место и для предельного про­
цесса, т. е. процесс (фг, W t ) ( t - ^ . T )  не зависит от приращений процесса 
( W s) после момента времени Т.  Таким образом, процесс W '  является ви­
неровским относительно пополненного потока ст-алгебр Ft ~  о  (ф3\  W s ;.

s ^  t),  / 0, а процесс ф ' согласован с этим потоком. Кроме того, 
решение (ф ',  F ' )  удовлетворяет и условию 3) определения 2, так  как  
(см. [5, теорема 3])

t t
Iim I я ~ 2 ( ф 3\  W'Si +  х) d s  Iim [  2 ( W's +  х)  d s  =  о о . 
т-*-» о °° о

Таким образом, процесс ф ' =  (ф/ф»о является заменой времени.
Теорема доказана.
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У Д К  519.1
М. М. К О В А Л Е В ,  Н Г У Е Н  Н Г И А

П О Р Я Д К О В О - В Ы П У К Л Ы Е  Р А З Л О Ж Е Н И Я  ФУНКЦИЙ  
НА Ц Е Л О Ч И С Л Е Н Н О Й  РЕШЕТКЕ

В последнее врем я  в теории дискретной оптимизации интенсивно р а з ­
р а б а т ы в а ю т с я  аналоги  выпуклости, которы е с л у ж а т  удобным ин стру­
ментом д л я  построения алгоритмов реш ения зад ач  дискретной оптими­
заци и  и ан а л и за  их эф ф ективности  (библи ограф ию  см. в [ I ] ) .  В [2] вве­
дено понятие порядково-вы пуклой  функции на частично упорядоченном 
м нож естве , удовлетворяю щ ем  условию  Ж о р д а н а  —  Д едекинда , исследо­
ваны  общ ие свойства таки х  функций. Н а с т о я щ а я  зам етк а ,  являясь  про­
д о лж ен и ем  у к азан н о й  работы , со дер ж и т  и злож ение  свойства п орядково­
вы п уклы х  ф ункций на целочисленной реш етке  Z n.

Н ап ом н и м , что функция f: Z n - ^ R  н а зы в ается  порядково-выпуклой, 
если

f  ( х  +  e t ) >  [f (х) +  f  ( х  +  et +  ej)] Vi, /== I, ... , гг, Y x < = Z n,

где  ві —  і-й единичный вектор.
П риведем  прим еры  п орядково-вы пуклы х функций на Z n :
1) р ( х )  =  — (ль +  . . .  +  * „ )2 на Z n \

2 ) q (х) =  -  —   на Z nr .

I= I
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