
сона, предлагаем ы й  алгоритм будет сходиться со скоростью, не за в и с я ­
щ ей от ч исла узлов  сетки.

4. Ч исленны е эксперименты  по решению разностны х граничны х з а ­
д ач  с помощью предлагаем ого  алгоритм а на Э ВМ  проводились а н а л о ­
гично численным эксперим ентам  по алгоритму  из [5]. Н екоторы е  резуль­
таты  приводятся  в табл . I и 2 .
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КОНТАКТНАЯ З А Д А Ч А  ТЕРМОУПРУГОСТИ  
Д Л Я  ОР ТО ТР ОП НОГ О П ОЛУ ПРОСТР АН СТВ А

В работе  [I] излож ен  метод реш ения термоупругой зад ач и  д ля  орто- 
тропного полупространства , на  граничной плоскости которого зад ан о  
н еравном ерн ое  распределен ие  стационарного  температурного  поля. 
Н а с т о я щ а я  статья  посвящ ена  решению  кон тактной зад ач и  термоуп ру­
гости. В основу его полож ен о  новое представление  общ их формул д ля  
компонентов н ап ряж ен и й  и перемещ ений, полученных в [I].

П усть на ортотропное полупространство  D+( z  >  0 ) ,  о бладаю щ ее  п р я ­
м олинейной тепловой и упругой анизотропией, действует  абсолютно 
ж есткий, произвольной ф орм ы  в плане  плоский ш тамп. Трение м еж ду  
ш там пом  и полупространством  по области  к о н такта  Si отсутствует. 
П о л о ж и м , что поверхность ш там п а  имеет тем п ературу  T  =  7о(х, у ) ;  теп­
ловой  ко н так т  ш там п а  и полупространства  в Si, а т а к ж е  полупростран­
ства  и среды  (Гер =  0) в S 2 =  S  — S 1 совершенный, т. е. температурны й 
скачок  на поверхности соп ри касаю щ и хся  тел и среды  не возникает. Г р а ­
ничная плоскость п олупространства  S  перп ен ди кулярн а  к одному из 
трех  главн ы х  н ап равлени й  упругости тела , п ар а л л е л ь н ы х  осям д ек ар то ­
вы х координ ат  х, у , z,  которы е об р азу ю т  правую  тройку.

Грани чны е условия  д л я  стационарного  температурного  поля в S  
имею т вид T =  Т0{х, у)  в S b T  =  0 в S 2.

К ак  известно, в о бласти  D+ квази гар м о н и ч еск ая  функция тем п ера­
туры  T (х, у, z)  определяется  по ф орм уле

■ T  ( c l , Р) d a  dp  

jST [(х' — a)2 -f- (гД-

где y = \ i y ,  z =  Xz, р  =  V K I K  Г =  V k J k i , k j i  =  I, 2, 3 ) — коэффици­
енты теплопроводности в главн ы х  н ап р авл ен и ях  упругости тела.

З ап и ш ем  граничны е условия  д л я  контактной  задачи :

Txzi “Ь XxzZ =  0, Tyzi +  Tyz2 =  O b S ,
(2)

CTzi-TorZ2^=O в S 2, Tm I —(— ICi2 === TCio (х, у )  B Si.

З д е с ь  индекс 2 относится к ком понентам  н а п р яж е н и я  и осадке, вы зв ан ­
ным тем п ературн ы м  полем; индекс I — к ком п онентам  упругого состоя­
ния; ffii0(x, у)  —  зад ан н о е  перемещ ение.

С о х р ан яя  обозначения  р аботы  [I]  д л я  составляю щ и х  термоупругого 
состояния, приведем в ы р а ж е н и я  д л я  azz, Xxzz, x yzz, ш2:

T  (х, у, z) =  J - ) ] --------"  (1)
V У '  2я J J U r - Л- In — R12 I ,213/2 V
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<7,о. = ' (bl K  Ф і +  Із Фз) 7  з 2 (1IlAT Ф і 7  1I3 Фз),д х 2 '  31 1 Л /2

Txz2 =  '  д х  дг ( £ і А  +  І з  Ф з ) .  х уг 2 =  Sydz" ( ’Ф ^  (® і "Ь 1B  Фз)> ( 3 ) ' 

ш , =  Сі/С^Фі/дг +  С3дФ3/5г,

где 5 , (х, й . 2і) =  4 H J  7 74 Я  J J J  У ( д ; _ Т) 2 _ | _ ( г / і _ р і )2 +  (2 і _ 0 ] ) 2 
Dt

U Г Г Г  Т ( у ,  P,, e , ) d Y rfpsrfe,
3 ’ 4я  (л — V)2 +  (Уз — Рз)2 +  (¾ — ®з)2

D  ‘

Ук =  7 7  7  =  Xhz, Pft =  jI y J p k, Qk =  X z J X h, k = \ ,  3;
остальн ы е обозначения  приведены в [I ,  2 ].

С целью  удовлетворения  условиям  (2) решим упругую з а д ач у  со сл е ­
дую щ им и граничными условиями:

T * z l  =  T x z 2 , T y z l  =  T y z 2  B  5 ,  ^  ̂

Ozl  =  —  <7z2 В S 2, W i = '  Wo —  Wz  B S i.

В оспользуем ся  общими ф орм улам и , описываю щ ими упругое состоя­
ние ортотропного полупространства  [I]. В частности, выпишем вы раж е-
Н И  Я  Д Л Я  O z i i ^ x z lt  r̂ yz it

п  _  « з і і  <̂2Ф і J_  E д-Ф3 д2Ф 3 О 2Ф 0
z i j3  Qz2 д х 2 3 д у 2 ‘ 3 дх д у  ’

1 ' (5)
д2Ф3 д2 Ф 0 д2Ф3 , д 2Ф 0 к

r XZl ~  S3 д х  д г  п в d lJ  д г  . r y z I  -  1I s  d lJ  д г  I « 7  д х  д2  >

W1 =  I ^ l  авв — ( 1 +  4 7  -¾-) («441Ii +  «55 gi) +  4а, C1J О Ф Jdz +

Jr I^ Lc1 O2OJdz2 J  C3 OOJOz, (6)
A 1

где функции Ф і(х ,  (.иг/, Xiz), Ф 3(х, р 3г/, X3Z), Фо(х, р0г/, X0Z) уд овлетворяю т 
к вази гарм он и ч еск ом у  уравнению

^  ■ 1 * ф ‘ - . ’ - № -  =  0, i — О, I, 3.д х2 1 (ц,2 <Эг/2 1 J  дг2

П редстави м  функцию Фо(х, р 0г/, XoZ) в виде:
Ф 0(х, ро у, X0z)  =  Ф 0(х, рз г/, X3Z ) +  ф (х ,  у,  z ) , (7)

где ф =  Ф 0(х, р ot/, X0z ) — Ф0(х, р 3г/, X3z) .
О бозначим  £ =  XftZ. Тогда при £ =  О форм улы  (5) с учетом (4), (7) 

преобразую тся  к  виду:
«з Si д2фі I E д2фз I „ д2Ф3 I „ дгФр(х, Рз у)

X1 dt,2 1 ^3 д х 2 1 1̂ 3 д у 2 1 Пз д х  ду

- M  (X ,  у)  —  р  ( Х „  у )  B S 1,

■ M  (.X, у) в S 2,

^ 3 S r ^  +  П в д Ф ° {Хд у  Ь ~ )  =  N  { х ' у )  b S ’

л д Лі и дФ0 (х, рЗ у )  \   г / / / I p S
Яз7 Г Г 1з^ Г  7------- ^ ------ J - M * .  У) в -ф

где Al =  а г2 7  r̂3Tr3, N  — T vz2 —  п(TFlt L, — T^22 7  « т '1C, гі3 =  /I3 г?-, 1F 1
=  02\р/OyOz,  Y 2 =  O2Ip/Охдг,  1F3 =  Ohp/OxOy\ р  (х, г/) — неизвестная плот­
ность распределения нормальных усилий в области контакта S 1.

Решение граничных задач (9), (10) запишем в форме
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=3 д х  « 6  Qyд Ф °  ĉ i0 =  V g i c * . W f1 С), ( H )

где g x

=  W f. О . (12)
N  {a, f y d a d f ,  — I C f  L  (a ,  (3)rfarf|5C f  ЛГ(а, (3)rf«dp ^ - I  ГГ

J J  1 /7 л: —  п Л 2 - |_  m 2  I Г 2  ’ S 2  2 Я  J J2 я  J sJ  +  (*  _  а ) 2 +  Ii l a y  _  p )S +  ?2 ’ S -  2 я  J J  ] /  (^ _ a ) 2 + ( f i .3y _ p ) 2 + ? 2 *

П родиф ф еренц ируем  равенства  (11), (12) соответственно по х и у. 
С учетом полученных вы раж ени й  на основании (8 ) имеем граничную з а ­
д ач у  д л я  определения  Ф Д х, pi у,  X1 z):

д Ч \ ( х ,  Ціу) _ { — / і ( Л'. У) в S 1, ^
dI 2 ~  I— f 2 (x,  у)  в S 2, 

где Д (х, у)  =  X1 a - 1 g y 1 ( М (х, у)  +  р (х, у)  +  X ~ l J 1 +  Х~ 1 у J 1 J 2),

Z2 (х, у)  =  X1 a - 1 I y 1 ( М  (х, у)  +  X j 1 J 1 +  Х~‘ р - 1 J 2),

J  _  I Г Г (х — a) N  (к ,  р) dec d(3 у  _  _L Г Г (УзУ—  Р) J  («■ Р)гісссф
2 n J^ )  [ ( х _ ^ 2  +  (^ _ р ) 2 +  ?2]3 /2>  a “ 2 n J sJ [ (x _ a ) 2+ ( j l e y _ p ) *+ t 2] 3 / 2-

Решение граничной задачи (13) запишем в виде:

Ф і =  Ы * >  P iУ, £). (14)
ГПР гг —1 Г Г ?3 ( o , t ) d o d t  1_ f f  Z4 (a, Ddadt

gS 2ltJs f  / ( * - о ) *  +  ( р з у - 0 2 +  £* 2 " ¾  - ° ) 2 +  (Pi У - О * +  С* ’
г =  _ + _  Г Г Z1 (б , и) Рб dm _  J _ _  f  f  Z2 (б , CO) Рб db>
h  2л у  }/~(0_6)2 +  р -< о )2 ’ ' 4 “  2л J J  Y (а — б)2 +  р — ш)2 '

Д л я  определен ия  функций Ф 3(х, р 3р, X3Z) и Ф 0(х, р 3р, X3z)  восполь­
зуем ся  р авен ствам и  (11),  ( 12). П родиф ф еренц ируем  указан н ы е  у р а в н е ­
ния в первом случае  по а  и у  соответственно, во в т о р о м — ( 11) продиф ­
ференцируем  по у,  а (12) — по х. П оскольку  Tj3ZX6/ £з«7 =  р:Г2 и Фз, Фо 
уд о влетво р яю т  приведенным квази гарм он и ческ и м  уравнениям, то на 
основании п реобразован н ы х  вы р аж ен и й  получим граничные зад ач и  
д л я  Ф 3 и Ф 0:

У)'  =  У), (15)

где Z5 =  X3̂ - 1 ( J 1 +  P - 1W^1H6Z2), I 7 = X 3 H j 1 ( J 4 - T ) 3 P f 1 Л ) ,

J  =  J _  Г Г  ( P s P - P ) A f  (а ,  PJriarfp
3 2л У  1+ — а)2 +  (УзУ — P)2 +  £213/2 ’

у    I Г Г  (х — a) L (a,  PJdccdp
4 -  + +  Js J  [ ( д ; _ а ) 2 + ( ^ _  (3)2 +  g 2 j3 /2  *

Реш ен и е  граничны х з а д а ч  (15) имеет  вид:

Фз =  g i ( x ,  рзу,  С), Фо =  g 5 (x,  рзу,  Д ,  (16)
— I CC Ze (о. t ) dad t  , I ГГ f b (8, a.)d6d«

ГД  S i -  2 л  J sJ  j J ( x _ a )2 +  ( p 3p - Z ) 2 +  £ 2 ’ “  2 я  J sJ  ] / ( a _ 6 ) 2 +  P - + 2 ’

=  I f f  f a (a, t ) d o d t  f  =  I f f  Z-(б, +  гіб ri<o
gS ~  2п s  V {х — a)2 +  ip3// — +  +  g2 ’ ~  2л У  )Д(ст — б)2 +  (/ — ш)2 '

Ф ункцию Фо(а, pop, Хог) определим на основании второго равенства  
(16) путем зам ен ы  р 3 на р 0, X3 на  Xo. Д л я  оп ределен ия  ф (х , у)  имеем сл е ­
дую щ ее и н тегр о д и ф ф ер ен ц и ал ы ю е  уравнение: ф (х ,  y)  =  g 3(x,  pop)— 
—  gb{x , \ x 3y ) .

З н а я  ф (х ,  у ) ,  ф ункции Ф ь Ф 3 и Фо най дем  по ф орм улам  (14), (16).
Д л я  о ты ск ания  неизвестной функции р ( х ,  у)  получим интегральное 

уравнение, у д о влетво р яя  граничном у условию  д л я  осадки W1 при 2 =  0 :
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W0 — w 2 =  — 0,5 X1
К aOH ' I I

Xi Slx \
дХх) (« 4 4  Ill +  «55 Si)

+  2а2 (а66 O44 TJ1 O35 (I1)J (/3 /4) 0,5Л,3 (oG0 —- Ii3 O41 — 13 а55) /6.

Н ап ряж ен н о-деф орм и рован н ое  состояние ортотропного полупрост­
ран ства  находится  по ф орм улам  [I], описываю щим упругое состояние, 
с учетом найденны х потенциалов T (х, у, г ) ,  Ф і(х ,  рлу,  Xiz), Ф 3(х, р 3г/, X3z ) ,  
Фо(х, PO у ,  IoZ) .
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У Д К  519.21

В. П. К У Р Е Н О К

СУЩЕСТ В ОВ АНИЕ  РЕШЕНИЯ СТОХАСТИЧECKOEO 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Е О  УР АВНЕНИЯ БЕЗ СНОСА  

П Р И  Л О К А Л Ь Н О Й  ИНТЕГРИРУЕМОСТИ К ОЭФФИЦИЕНТА а 2

Рассм отри м  стохастическое д и ф ф еренц иальное  уравнение

CiXt =  a( t ,  X t ) d W t, О ( I )

с начальн ы м  значением  х е / ?  и измеримой функцией a: R + X R - + R ,  
где процесс W  =  ( Wt )  t o является  винеровским. П усть  (Q, F, Р;  F ) — 
стохастический  базис, где F =  ( F ; ) ; > o — возрастаю щ и й  поток ст-алгебр, 
удовлетворяю щ ий естественным условиям  [I, гл. I, § I]. П од  (X,  F) бу­
д е м  понимать случайны й процесс X  =  ( X t ) t > о, согласованны й с пото­
ком F, а под (W,  F ) — винеровский процесс W  =  ( W t)t » о, который с о гл а ­
сован с F и д л я  которого при лю бы х t, т ^ О  п ри ращ ени я  W tJrx- W t не 

з а в и с я т  от F t.
Оп р е д е ле н и е  I  [2, гл. 4, § I]. Реш ением  у равнени я  ( I )  на  стохасти­

ческом базисе  (Q, F, Р;  F ) н азы вается  п а р а  процессов (X; W)  таких, что
1) процесс X  =  ( X t ) t>o является  F -согласованны м;
2) процесс W — ( W t )t-. 0 является  (W,  F ) -винеровским;
3) д л я  каж до го  0 почти наверное (п. н.) имеет место соотношение

t
X t =  X +  j  a (s, X s) d W s. 

о
В данной работе  мы д о к азы в аем  теорему сущ ествования  решения 

уравн ен и я  ( I ) ,  которая  об общ ает  результаты  Е р ш о ва  [3] и В атан аб э  [4], 
где  д ля  сущ ествования  реш ения п ред п олагается  либо липш ицевость 
функц ии  а~2, ее ограниченность и невы рож денность, либо ее непреры в­
ность [4] по совокупности переменных.

Все встречаю щ иеся  д ал ее  соотношения м е ж д у  случайны м и величи­
н а м и  будем считать, если не оговорено противное, выполненными почти 
наверное.

Определение  2. П од  случайной зам еной  времени (зам еной  времени) 
на  стохастическом базисе  (Q, F, Р\  F) будем понимать такой  процесс 
ф =  (фі)<>0, что

1) Фо =  0;
2 ) (ft является  непрерывной функцией;
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