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О М О Д И Ф И К А Ц И И  МЕТОДА ПОЛНОЙ Р Е Д У К Ц И И  
Д Л Я  Р А З Н О С Т Н Ы Х  Г Р А Н И Ч Н Ы Х  ЗАДАЧ  
С П Е Р Е М Е Н Н Ы М И  КОЭФФИЦИЕ НТА МИ

1. Пусть  Vil -— векторы размерности N,  уд ов лет воряющ ие системе 
уравнений:

A tVt-I  -  B iV t +  C iVl+! =  F t, ( I )

/ = 1 ,  2 ,  . . .  , M  — I,

K o = ^ 7O, Vm = F m , (2 )

где Bi  — к в а д р а тн ы е  тре хдиагонал ьн ые  матрицы;  Ai ,  Ci — ди агона льн ые 
матрицы;  Fi  — известные векторы.  В дал ьн ейш ем  будем ориентироваться  
на свойства систем вид а  ( I ) ,  (2 ), воз ни каю щих при применении метода 
сеток к решению з а д ач и  Д и р и х л е  д л я  д и ф ференц иа льн ы х уравне ний вто 
рого п ор яд ка  эллиптического типа  [I,  2]. Будем по лагать  M  =  2т, где  
т  — полож ительно е  целое  число.

Н и ж е  д л я  решения разностной граничной з адач и  ( I ) ,  (2) строится  
итерационный алгоритм,  в основу которого пол ож ены  идеи неявных ите
рацио нных методов [3— 5] и метода полной редукции [2]. По  аналогии
с [4] этот  алгоритм можн о н азв ать  методом неявной полной редукции.
В построении алгоритма,  к ак  и в [5], используется  плавность  изменения 
коэффициентов  разностных граничных задач .  При выполнении этого 
пр ед пол оже ния метод неявной полной редукции имеет  высокую скорость 
сходимости,  не за в и с я щ у ю  от числа  узлов сетки, но по сравнению с а л г о 
ритмом из [5] требует  меньшего о бъе ма  вычислений.

2 . Р е ш а я  з а д а ч у  ( I ) ,  (2) ,  исключим неизвестные Vi  в такой ж е  по
следовательности,  что и в методе полной редукции.  При  этом в правую 
часть  уравнений включим Vi  с небольшими коэ ффициентами.  После  про
ведения  k  этапов  исключения неизвестных из ( I )  получаем систему:

Д / _ 2*+1 Vr/ - 2й -  В}*} V j  +  Cl+2*—I V j+ 2‘ =  B f  ’ p f ] (V)  +  q)k) (К), /  =  2
t =  1, 2, . . .  , 2m~ k — I . (3)

Из ( I )  и (3) имеем p f  ’ (К) =  0, q f ] (V)  =  F jt В / 0) =  B^. Получим ре
куррентные формулы для  вычисления p (k) (V),  ^ f > (К ) .  С  этой целью ум
ножим (3) слева на B j :

B f  > Л/_2*_|_1 V y-_2* -  B f>  В]к) Vj  +  B f  > С/+2*-1 Vi+2* =  В)к) B f 1 р (к) (К )  +

+  B f M V ) .

Предполагая B f ' ^ B f V ,  B f ' д=:B/+V,  A j ^ E ,  Cj ^ E  и используя (3) 
при / — 2* и / +  2*, преобразуем последнее уравнение к виду:

Л /_2*+ і+ і V t- 2*+1 -  B f +1) Vj +  C/+2M-I-1 V/+2*+» =  В)к) o f»  (К )  +
+  B f +1) р(к) (V)  +  2Ip f  > (V )  +  Л ;_2 *-и + 1 V j - 2fc+i +  2.Vj +

+  Q + 26+ 1 —I V/+2*+1, (4 )

где B f + 1 > =  B jk)-B{jk) ~ 2 Е ;

Q f  > (V ) =  Д -_2*+ і (Рі- 2к (V )  -  Wli (V ) )  +  С/+2*-> (p j+ V  (V ) -  
- W $ 2* ( V ) )  + ^ 0 (V ) ;
W)k) (V )  =  [ B f 1] - 1 (Aj—2 + -1  V /- 2 *  +  Cl  ; 2 * _ lV /+ 2 *  - ^ f i (V ) ) .

Так как В)к) =  [ B f 1+ 1 ( B f +1) +  2B),  то (4 ) можно переписать:
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Л / _ 2*+1 +  1 Vh 2 Ш  -  B f + "  V j  4- Cf+ 2* + l _ I 1//+2*+! =  B f + "  p f + "  ( V )  +
+  <?f+ "  (V) ,  j  =  2k+ 4 ,  L =  I, 2, . . .  , 2'" -* -1  — I,

где

/ ) f +I) (K) =  ? f ' (K) +  [ B f ' ] - 1 Q f '  (K)1 (5)

pj*+ "  (V) =  G f +1) (V) +  2 ( V j  +  p j fc+"  (V)),  (6 )

G f '  (V) =  ^4/—2*+I V/—2* +  C/_i_2fe—I K/+2ft-

Формулы (3), (5),  ( 6 ) дают возможность построить итерационный ал
горитм, в котором вычисление Vjs+" — s - f  1-го приближения к V / —-ре
шению задачи ( I ) ,  ( 2 ) происходит по следующей схеме.

1). Задаем p j0) (V(s)) =  0, pj0) (Vls>) =  F j , / =  I, 2, . . .  , M -  I.
2). Последовательно при A =  O, I, . . .  , т  — 2 для  /  =  2*+1!, І =  

=  I, 2 , . . .  , 2m~*-1  — I находим:

T f 1 (V 151) =  [ S f 1] - 1 Q f '  (V (s)), (7)
p f + 1) (V(s)) =  р)*> (V(s)) +  T f 1 (V(s)), (8)

pjH-п  (y(s)) =  Gf-+1) (V(s)) +  2 (Vf> +  p f + 1» (Vlsl)). (9)

3). Задаем Vls+ 11=  B0. V f + 11 =  Fm и  последовательно при k  =  m  —  I, 
лі — 2, ... , O по формулам:

Vf+ D =  —  p f 1 (V(s)) — [ B f 1]-1  ( g f 1 (Vlsl) - G f 1 (Vls+ 11)) (10)

находим V f + 11, /  =  2*- I, i =  I, 3, ... , 2m~ fe —  I.

В ( 7 ) - ( 1 0 )  под p f 1 (V(s)), P f 1(Vlsl) j Q f 1 (Vlsl) 1 I V f 1(Vlsl) 1 Glftl(Vls)) 
понимаются векторы p f )  (V), p f 1 (V), Qjftl (V), IVjftl (V), Gjftl (V), в кото
рых V j  заменены на Vjs). При вычислении IVjftl (V(s)), Bj ftl(Vlsl) 1 Vjs+ 11 
требуется находить X  =  [Bjftl]- 1L, где L —  некоторый вектор. Д л я  этой 
цели можно использовать алгоритмы из [2 ], согласно которым вычисление 
вектора X  сводится к решению систем линейных алгебраических урав
нений с матрицами такой же  структуры, что и B j . Поэтому для вычис
ления Vjs+ 11, /  =  О, I, . . . , M  требуется выполнить O ( M - N - I o g 2 M)
арифметических операций.

Отметим, что, как и в методе полной редукции, векторы pj.*+11 (V(s)), 
p f + 1) (V<s)) можно запоминать в ячейках памяти, в которые ранее заноси
лись pj-ft) (V(s)), pjft) (V(s)). Следовательно,  д ля  запоминания этих величин 
при всех k  достаточно 2 ( М  — I)  • N  ячеек  памяти.

3. Изучим сходимость  пр едлага ем ог о  алго ритма.  Будем полагать  в ы 
полненным условие

Il B - 1 I K  1/2,  / =  I, 2, ... , M -  I, (11)

из которого следуют неравенства:

Il [ B f 1] - 1 Il <  1/2,  И [Bjft+ 11]-1  Bj.ftl| | <  I, Il [Bjfc+ 11]-1  (Bjftl)2 Il < 2 -  (12)

Если при этом IlBj- — В/_ ,  Il <  т, /  =  2, 3, ... , M  — I, то

Il [ B f 1] - 1 — [B j i 11]-1  | | < 4fc_1 т - ( 13)

Обозначим ejs) =  V * — Vjs), А  =  max { || A j  ||, | [СД|, I}, со =  т а х { | | Е  —  
—  Л j ||, | |В — СД|}. Вычитая (10) из (3), получаем уравнение для e f + 11:

g f + D  =  [Sjfc) ] - 1 (Л/_ 2й+1 s f +У +  K 2^ 1 e f + f ) )  -  Qjftl (е1+ ), QjftlK 1) =  

=  pj ft) (e(sl) -j- [Bjftl] - 1 pjft) (e(sl). Отсюда

38



max Il а)5+ 1» | | < Л - т а х  { || е<.5+Д> ||, || е|*+У || } +  max | |Qf > (е<4) ||, (14)
j j J  ̂ Ir* j

/  =  2*- г, I =  I, 3, ... , 2 m ~ k  — I .

Так как 8 ^ + 4  =  8̂ + ^  =  0, то, рассматривая (14) последовательно при 
P =  m — I, т  —  2, ... , 0, приходим к неравенству:

т—I
max Il 81s+ 1 > К <  Л "і-1 2  (max Il Q(h) (e<4) | |). (15)

о <і<м ' j 1

Оценим Il Qjfe) (e (s)) ||. Из (8) и (9) имеем:

Q i k + I )  ( g ( s ) )  =  [ B ( k + 1 ) ) - 1  B (k)  I 5 (Zi) e ( s ) 2fe+1 +  L |fe) g (s) +  e ( s )2ft+1

+  B f ) Qf )  (8(4) +  Л,_ 2*+1 Q)i>2* (8(4) +  C.+ 2ft_, QSf2Zi (8(4)}, (16)

где S f )  =  ( [ B f >]- 1  - Л ;._2*+1 [Bf>2* I - 1) ^ _ 2fc+ i +1,

Lf )  =  2 [ B f ) ] - 1 -  Л [ B f >2*]- 1  C , - i - C , , ^  [ B j f 2* ] - 1 Л/+І ,

P f )  =  ( [ B f ) ] - 1 - C /+2*_, [ S j f 2. ] - 1) C/+2fc+1_ r

Из (13) следует: || S f 1 ||<C Л ( 8 * т /4  +  со/2), || Lf> || <  Л (8* т / 2  +  2со), 
Il P f 1 1|<; Л (8Ат / 4  +  со/2). Учитывая ( 12 ), из (16) получаем: HQ*+1 (е(4)| |<^ 
<  Л (8* +  Зсо) max || ef> || J r  4A  max || Qjfe) (е(4)  ||. Поскольку Q f  > (е<4) =  0,

то
Z - 1

max И Qf> (е(4)  || ^  А! ^  4г—v—i (gv т з со) т а х  ц ef )  ц. ( [ 7 )
I V=O 1

Т а б л и ц а  I
Погрешность решения зад ачи  (20) из [5] на s -й итерации

N 4 8 16 32 64

8<‘ > 1 ,8 - I O - 5 4 , 1 -10- 4 4 ,7 -1 0 —4 5-10—4 5 , 3 - IO- 4

8<2 > 3 ,6 -1 0 - 7 2 - 10-G 7 , 5 - 10- 6 3 ,7 -1 0 - 5 I ,  I -IO- 4

Т а б л и ц а  2

Число итераций для решения задачи (21) из [5] с точностью 8 = 1 0  4

C2 /C1 1V=4 N =  8 17=16

CMCOIl:¾ A l= 6 4

2 3 3 4 4 4

8 3 4 4 5 5

32 3 3 5 5 6

128 3 3 5 5 6

512 3 3 4 5 6

Нера в е н с т в а  (15) и (17) д а ю т  возм ож но сть  получить окончательную 
оценку:

max И e f + 4  || •< Л 2("г—1 > M 3 +  M 2j  max || ef> ||,

ко тор ая  показывает ,  что в сл уча е  решения по методу сеток зад ач и 
Д и р и х л е  д л я  д и ф фере нц иа льн ы х  уравнений,  б ли зк и х  к ура внению П у а с 
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сона, предлагаем ы й  алгоритм будет сходиться со скоростью, не за в и с я 
щ ей от ч исла узлов  сетки.

4. Ч исленны е эксперименты  по решению разностны х граничны х з а 
д ач  с помощью предлагаем ого  алгоритм а на Э ВМ  проводились а н а л о 
гично численным эксперим ентам  по алгоритму  из [5]. Н екоторы е  резуль
таты  приводятся  в табл . I и 2 .
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У Д К  539.3
Ю. В. В А С И Л Е В И Ч

КОНТАКТНАЯ З А Д А Ч А  ТЕРМОУПРУГОСТИ  
Д Л Я  ОР ТО ТР ОП НОГ О П ОЛУ ПРОСТР АН СТВ А

В работе  [I] излож ен  метод реш ения термоупругой зад ач и  д ля  орто- 
тропного полупространства , на  граничной плоскости которого зад ан о  
н еравном ерн ое  распределен ие  стационарного  температурного  поля. 
Н а с т о я щ а я  статья  посвящ ена  решению  кон тактной зад ач и  термоуп ру
гости. В основу его полож ен о  новое представление  общ их формул д ля  
компонентов н ап ряж ен и й  и перемещ ений, полученных в [I].

П усть на ортотропное полупространство  D+( z  >  0 ) ,  о бладаю щ ее  п р я 
м олинейной тепловой и упругой анизотропией, действует  абсолютно 
ж есткий, произвольной ф орм ы  в плане  плоский ш тамп. Трение м еж ду  
ш там пом  и полупространством  по области  к о н такта  Si отсутствует. 
П о л о ж и м , что поверхность ш там п а  имеет тем п ературу  T  =  7о(х, у ) ;  теп
ловой  ко н так т  ш там п а  и полупространства  в Si, а т а к ж е  полупростран
ства  и среды  (Гер =  0) в S 2 =  S  — S 1 совершенный, т. е. температурны й 
скачок  на поверхности соп ри касаю щ и хся  тел и среды  не возникает. Г р а 
ничная плоскость п олупространства  S  перп ен ди кулярн а  к одному из 
трех  главн ы х  н ап равлени й  упругости тела , п ар а л л е л ь н ы х  осям д ек ар то 
вы х координ ат  х, у , z,  которы е об р азу ю т  правую  тройку.

Грани чны е условия  д л я  стационарного  температурного  поля в S  
имею т вид T =  Т0{х, у)  в S b T  =  0 в S 2.

К ак  известно, в о бласти  D+ квази гар м о н и ч еск ая  функция тем п ера
туры  T (х, у, z)  определяется  по ф орм уле

■ T  ( c l , Р) d a  dp  

jST [(х' — a)2 -f- (гД-

где y = \ i y ,  z =  Xz, р  =  V K I K  Г =  V k J k i , k j i  =  I, 2, 3 ) — коэффици
енты теплопроводности в главн ы х  н ап р авл ен и ях  упругости тела.

З ап и ш ем  граничны е условия  д л я  контактной  задачи :

Txzi “Ь XxzZ =  0, Tyzi +  Tyz2 =  O b S ,
(2)

CTzi-TorZ2^=O в S 2, Tm I —(— ICi2 === TCio (х, у )  B Si.

З д е с ь  индекс 2 относится к ком понентам  н а п р яж е н и я  и осадке, вы зв ан 
ным тем п ературн ы м  полем; индекс I — к ком п онентам  упругого состоя
ния; ffii0(x, у)  —  зад ан н о е  перемещ ение.

С о х р ан яя  обозначения  р аботы  [I]  д л я  составляю щ и х  термоупругого 
состояния, приведем в ы р а ж е н и я  д л я  azz, Xxzz, x yzz, ш2:

T  (х, у, z) =  J - ) ] --------"  (1)
V У '  2я J J U r - Л- In — R12 I ,213/2 V
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