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СУБЪЕКТИВНЫЕ ИЗМЕРЕНИЯ (ТЕОРИЯ РЕЙТИНГОВ)

В. М. РОМАНЧАК 1)

1) Белорусский национальный технический университет,  
пр. Независимости, 65, 220013, г. Минск, Беларусь

Рассматривается вариант теории измерений. Чтобы измерение удовлетворяло строгим математическим тре-
бованиям, необходимо подтвердить количественный характер атрибутов. Однако большинство измерений в  пси-
хологии не соответствуют этому критерию. Высказывается предположение, что такое обстоятельство объясняется 
не отсутствием компетентности у специалистов, а отсутствием теории измерений, в рамках которой можно было 
бы выполнить данную проверку. Делается вывод о том, что в общепринятой теории репрезентативных измерений 
такая проверка не предусмотрена. В связи с этим предлагается использовать теорию рейтингов (дается ее краткая 
формулировка), с ее помощью можно эмпирически подтвердить количественный характер измеряемого атрибута. 
Разбирается реальный пример эффективного анализа данных. Применение теории рейтингов позволяет устранить 
парадоксальное противоречие между законами Фехнера и Стивенса и доказать количественный характер значений, 
полученных субъективными методами измерения. 
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SUBJECTIVE MEASUREMENTS (RATING THEORY)
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In this paper, a version of the theory of measurements is proposed. The introduction provides links to papers that discuss 
various measurement theories. In order for a measurement to satisfy strict mathematical criteria, it is necessary to confirm 
the quantitative nature of the attributes. However, most dimensions in psychology do not satisfy these strict criteria. The 
paper assumes that this state of affairs is explained not by the lack of competence among specialists, but by the lack of  
a measurement theory within which such a test could be performed. It is concluded that, within the framework of the exi-
sting theory of representative measurements, such a check is not provided. In this connection, the paper proposes to use 
the theory of ratings instead of a representative theory of measurements. A brief formulation of rating theory is given. It 
is emphasized that using the theory of ratings it is possible to empirically confirm the quantitative nature of the measured 
attribute. A real-world example of effective data analysis is analyzed. The application of rating theory allows us to eliminate 
the paradoxical contradiction between the laws of Fechner and Stevens and confirm the quantitative nature of the values 
obtained by subjective measurement methods.
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Введение

Развитие теории измерений психологических атрибутов привело к дискуссии вокруг определения из-
меримости [1–4]. Сторонники математической теории измерений считают, что в психометрии без до-
казательства принимается гипотеза о количественном характере психологических атрибутов, которые 
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на самом деле являются порядковыми [3; 4]. Приверженцы операционализма думают, что если присвое-
ние значений переменным происходит разумно и приводит к плодотворным результатам, то это вполне 
оправданно [5; 6]. В настоящей работе сформулирован такой вариант теории измерений, как теория рей-
тингов [7; 8], применение которой позволяет эмпирически подтвердить количественный характер из-
меряемого атрибута и устранить парадоксальное противоречие между законами Фехнера и Стивенса [9].

Обоснуем актуальность теории рейтингов. В 1946 г. Стэнли Смит Стивенс предложил рассматривать 
в качестве измерения «присвоение числительных объектам или событиям согласно правилам» [5]. Даль-
нейшее развитие идеи С. Стивенса получили в репрезентативной теории измерений (РТИ) [10; 11], в ко-
торой отношения, установленные для чисел, выполняются и на множестве реакций. В зависимости от 
того, какие именно отношения можно принять для данного множества реакций, строится и соответствую- 
щая шкала измерения. По общепринятой классификации обычно рассматривают четыре основных типа 
шкал: наименования и порядок (относятся к качественной шкале), интервалы и отношения (считаются 
количественными, так как позволяют установить количественные соотношения между элементами). 

Но РТИ не нашла поддержки среди психологов. Вместо РТИ С. Стивенс и  его коллеги использовали 
операционную теорию измерений, где вопрос о типе шкалы решается анализом значений, полученных 
в результате измерения без анализа свойств соответствующего атрибута. Разумеется, можно оценивать 
величину объектов A1, A2, …, An в баллах (например, r A r A1 21 3( ) ( )= =, ). Однако без обоснования нельзя 
утверждать, что величина объекта A2 в три раза или на две единицы больше объекта A1. Дать количествен-
ную характеристику величине в некоторых случаях может специалист, но обычный человек не способен 
сказать, насколько или во сколько раз одно проявление свойства больше или меньше другого. Тем не менее 
C. Стивенс разработал и внедрил в практику психологических измерений ряд методов, которые наруша-
ют это правило. Например, в методе деления испытуемому предъявляют стандартный стимул S и просят 
подобрать к нему среди предлагаемых для сравнения стимулов такой, величина которого составляет 1/2 
или 1/3 и т. п. При этом вопрос о том, является ли субъективно измеряемая величина количественной, не 
рассматривается. Необходимо отметить, что метод деления входит в учебники по психологии [12; 13]. Это 
означает следующее: в психологических измерениях РТИ фактически применяется только для описания 
эмпирических структур, а не доказательства их существования. Мнения о несоответствии РТИ требова-
ниям психологов расходятся. Одни из них считают, что РТИ не подходит для измерения психологических 
атрибутов [14; 15]. Другие же видят причину в сложности РТИ, поэтому психологам трудно понять, как 
общие математические принципы РТИ можно применить к конкретным эмпирическим вопросам [2].

Здесь можно высказать предположение о принципиальном недостатке самой РТИ: существующая ак-
сиоматизация РТИ обеспечивает описание процесса измерений, но не может служить в качестве обо-
снования количественного характера измеряемой величины. В РТИ отсутствует встроенный механизм 
проверки адекватности числовых отношений эмпирической структуре, однако он есть в классической 
теории измерений для аддитивных фундаментальных физических величин (например, массы или пло-
щади) [3]. Аксиоматическое определение аддитивности позволяет предложить конструктивный способ 
измерения и  подтвердить количественный характер измеряемой величины. Например, соединив два 
стержня, длина которых равна одной единице измерения, получим стержень длиной две единицы из-
мерения. Этот теоретический результат можно проверить с помощью объективного опыта, но величины, 
измеряемые в психологии, не являются аддитивными. Так, для получения значений субъективной ве-
личины в психологии широко применяется метод парных сравнений, с помощью которого оценивают, 
в частности, привлекательность объектов, проводя парные сравнения и используя для аппроксимации 
параметрические модели Терстоуна − Мостеллера и Брэдли − Терри [12; 16]. Вместе с тем вопрос, явля-
ются ли результаты измерения количественной или качественной характеристикой, не рассматривается. 
Считается, что такой подход будет приемлем при проведении психологических измерений [3]. 

Несмотря на то что психофизические законы Фехнера и Стивенса приводят к различным значениям 
субъективно измеряемой величины, психологи по-прежнему используют операционную теорию измере-
ний и игнорируют РТИ. Такая практика психологических исследований подтверждает, что стандартная 
РТИ, базирующаяся на работах А. Тарского [11], не может служить основой для проведения измерений 
в психологии.

В настоящей статье рассматривается математическая модель измерения некоторой величины (свой-
ства атрибута) − теория рейтингов [7; 8], идея которой взята из теории категорий [17]. Введение рейтинга 
позволяет отделить процедуру измерения от выбора шкалы измерения. Чтобы установить существование 
рейтинга, который является критерием количественного характера измеряемой величины, достаточно 
проверить соответствие эмпирических данных математической модели рейтинга. На основании теории 
рейтингов получена естественная интерпретация психофизических законов Фехнера и Стивенса: оба за-
кона оказываются эквивалентными.
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Цель исследования – кратко изложить теорию рейтингов. Дополнительно рассматривается метод про-
верки адекватности математической модели измерения рейтинга эмпирическим данным. Вначале пред-
ставлены классическое и аксиоматическое определения рейтинга [7; 8].

Классическое определение рейтинга

В определении классической вероятности понятие симметрии исходов является аксиоматическим 
и принимается на основании мнения эксперта. Например, при подбрасывании монеты эксперт интуи-
тивно полагает, что стороны монеты достаточно симметричны, поэтому с одинаковой вероятностью мо-
жет выпасть любая из сторон. Классическое определение вероятности сводит вычисление вероятности 
к понятию событий, одинаковых по вероятности. В классическом определении рейтинга аксиоматически 
рассматриваются особые объекты измерения. В книге А. А. Фридмана «Мир как пространство и время» 
предлагается находить величину «интенсивности» объекта с помощью особой группы объектов A1, A2,  
А3, ..., An, обладающих характерным свойством «равноотстоящей интенсивности» [18]. Введем понятие 
объектов, величина которых изменяется равномерно от объекта к объекту, если их расположить в поряд-
ке возрастания этой величины. Приведем примеры таких объектов.

1. Астроном Гиппарх, наблюдая за звездами, разделил их по яркости на шесть величин, где первая – 
самый яркий объект, а шестая – наиболее тусклый. Промежуточные величины он распределил равномер-
но между оставшимися звездами. 

2. Густав Теодор Фехнер рассматривал едва заметные различия субъективных ощущений [9]. Напри-
мер, эксперт может сравнивать вес двух объектов. Вес второго объекта увеличивается до тех пор, пока 
эксперт не скажет, что тот «стал больше». Таким образом, последовательно строятся объекты, которые 
упорядочены по возрастанию веса и едва заметно различаются. Едва заметные различия Г. Фехнер счи-
тал равными: эксперт только отличает наступление едва заметного различия, а все различия для него 
(субъективно) одинаковые.

3. Луис Леон Терстоун использовал шкалу равнокажущихся интервалов для измерения исследуемых 
психологических и социальных характеристик [13]. Отличительной особенностью шкалы Терстоуна яв-
ляется то, что интервалы между показателями соседних высказываний с субъективной точки зрения при-
мерно одинаковы. Такое свойство шкалы достигается за счет метода ее построения. 

В приведенных примерах рассматривается последовательность объектов, величины которых изменя-
ются равномерно (распределены равномерно, имеют едва заметные различия, принадлежат равнокажу-
щимся интервалам). Будем считать, что эксперт может указать последовательность объектов, величина 
которых изменяется равномерно от одного объекта к другому. 

Пусть величина объектов A1, A2, A3, …, An изменяется равномерно в  зависимости от номера объекта. 
Тогда значения этой величины должны изменяться тоже равномерно. Существуют два основных способа 
сравнить значения величины. Обычно находят разность значений или отношение значений. В первом 
случае постоянна разность значений величины u u consti i+ −( )1 = ,  а во втором случае постоянно отноше-
ние значений величины v v consti i+( )1 / = ,  тогда значения u u Ai i= ( )  и v v Ai i= ( )  можно получить из реше-
ния системы уравнений вида 

 u u r A Ai j i j− ( )= , ,λ1   (1)

 ln lnv v r A Ai j i j− ( )= , ,λ2  (2) 

где i, j = 1, 2, …, n; r A A i ji j, = ;( ) −  λ1, λ2 – неизвестные постоянные, λ1 > 0, λ2 > 0; ui  ∈ ℜ, ℜ − множество 
действительных чисел; vi ∈ ℜ+, ℜ+ − множество положительных действительных чисел. В (1) и  (2) уча-
ствует отображение вида R A A r A Ai j i j, , ,=( ) ( )λ  где λ  − неизвестная постоянная масштаба. Отображение 
R A Ai j,( )  будет называться рейтингом. Кроме того, определим отображение R Ai( )  с помощью равенства 
R A A R A R Ai j i j, = .( ) ( ) − ( )  Отображение R Ai( ) также будем называть рейтингом (рейтингом объектов). Если 
рейтинг R A Ai j,( ) определен с точностью до постоянной масштаба λ, то рейтинг объектов – с точностью 
до линейного преобразования, и выполняется равенство R A r A Ci i( ) ( ) += ,λ  где r A ii( ) = ,  причем r Ai( ) −  
численное значение рейтинга; С – произвольная постоянная. Такое определение рейтинга назовем клас-
сическим. 

В левую часть уравнения (1) входит разность значений ui – uj, а в уравнение (2) – логарифм отношения 
значений ln /v vi j( ),  поэтому будем говорить о двух основных способах сравнения значений величины 
(разности или отношении значений). Рейтинг не зависит от выбора способа сравнения, но меняется при 
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изменении значений величины, поэтому его можно рассматривать как обобщенную характеристику из-
менения значений величины. 

Пример 1. Пусть площадь шести непересекающихся кругов A1, A2, …, A6 (табл. 1, строка 2), с точки 
зрения респондента, изменяется равномерно. Для λ = 1, C = 0 значение рейтинга объекта Ai совпадает 
с номером объекта – r A ii( ) = ,  а значение рейтинга пары объектов A Ai j,( ) равно разнице номеров объек-
тов – r A A i ji j, = .( ) −  Значения величины можно найти по формулам ui = i и vi = 2 i – 1, где i − номер объекта.

Та б л и ц а  1

Круги, площадь которых изменяется равномерно

Ta b l e  1

The area of the circles changes evenly

ri 1 2 3 4 5 6

Ai

Рейтинг объекта R Ai( ) можно интерпретировать как номера деления на шкале прибора измерения, 
а рейтинг R A Ai j,( ) – как расстояние между делениями этой шкалы. Значения рейтинга R A Ai j,( ) характе-
ризуют различие в проявлении некоторого свойства. 

Аксиоматическое определение рейтинга

В общем случае введем аксиоматическое определение рейтинга для множества объектов A1, A2, …, An. 
Областью определения рейтинга являются объекты A1, A2, …, An и пары объектов A Ai j, ,( )  где i, j = 1, 2, …, n, 
i ≥ j.

Определение. Рейтинг R A Ai j,( ) − это отображение на множество действительных чисел, для которого 
выполняется свойство

 R A A R A A R A Ai j i k k j, , ,=( ) ( ) + ( ),  (3)

где i, j, k = 1, 2, …, n, i ≥ j ≥ k. Чтобы сравнивать объекты в любом порядке, дополнительно считаем, что вы-
полняется равенство 

 R A A R A Ai j j i, ,=( ) − ( ) ,  (4)

где i, j = 1, 2, …, n. Если определен рейтинг R A Ai j, ,( ) то можно найти рейтинг R Ai( )  (объектов) как функ-
цию, значения которой удовлетворяют уравнению

 R A A R A R Ai j i j, = .( ) ( ) − ( )   (5)

Отметим, что если известен рейтинг R A Ai j,( ) который удовлетворяет равенствам (3) и  (4), то суще-
ствует рейтинг объектов R Ai( ). Если предположить обратное (установлен рейтинг объектов R Ai( ), и вы-
полняется равенство (5)), тогда равенства (3) и  (4) выполняются тождественно. В зависимости от того, 
какой рейтинг считается известным, приходим к теории рейтингов или РТИ. В теории рейтингов экс-
периментально получают значения рейтинга R A Ai j,( ) и  проверяют адекватность аксиом рейтинга (3) 
и (4) эмпирическим данным. Далее находят рейтинг объектов R Ai( ), из равенства (5). Если рассматривать 
обратную ситуацию, когда экспериментально определены значения рейтинга объектов R Ai( ),  а рейтинг
R A Ai j,( ) находится по формуле (5), то вопрос об адекватности рейтинга R A Ai j,( ) эмпирическим данным 
остается открытым. Аналогичный подход используется в РТИ. 

Классическое определение рейтинга для объектов A1, A2, …, An можно конструктивно задать на осно-
вании аксиоматического. Для этого достаточно считать, что выполняется равенство R A Ai i+( )1, ,= λ  в кото-
ром i = 1, 2, …, n − 1; λ − неизвестная постоянная, λ > 0. 

Замечание. Рейтинг можно определить, используя теорию категорий. Категория, в  которую входит 
множество объектов A1, A2, …, An и упорядоченных пар объектов (морфизмов) A Ai j, ,( )  i ≥ j [10], является 
областью определения рейтинга, а категория, состоящая из множества числовых значений a1, a2, …, an и раз-
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ностей значений (морфизмов) ai − aj, i ≥ j, – областью значений. Рейтинг отображает объекты на множество 
действительных чисел и  сохраняет структуру отношений между объектами:a R Ai i= ,( ) a a A ARi j i j− ( )= , .
Таким образом, рейтинг является функтором, и этим теория рейтингов принципиально отличается от 
РТИ. В основе РТИ лежит теория множеств. В теории рейтингов базовым понятием выступает не вели-
чина объектов, а функция взаимодействия объектов по величине (например, результат взаимосвязи двух 
грузов при взвешивании на рычажных весах). Используя взаимодействие, проводят эксперименты и по-
лучают значения рейтинга R A Ai j, .( )  В дальнейшем определения теории категорий в работе не применя-
ются.

Если найдены численные значения рейтинга r r A Aij i j= , ,( )  где i, j = 1, 2, …, n, то можно полагать, что 
R A A ri j ij, ,=( ) λ  где λ − неизвестная постоянная масштаба. Тогда на основании равенства (5) рейтинг объ-
ектов R R Ai i= ( )  находится из решения системы уравнений

 λr R Rij i j= ,−          (6)

здесь i, j = 1, 2, …, n. Решение системы (6) определено с точностью до линейного преобразования, поэтому 
в дальнейшем будет удобно считать, что рейтинг объектов определен с точностью до линейного преоб-
разования. Используя определение рейтинга, дадим определение значениям величины.

Значения величины

Пусть r A Ai j,( )  − значения рейтинга. Аксиоматически установим, что значения величины и рейтинга 
должны удовлетворять системе уравнений (1) и (2), где u A u A v v Ai i i i( ) ( ) ( ) −= =;  значения величины объ-
екта Ai при i, j = 1, 2, …, n; λ1, λ2 − неизвестные постоянные масштаба, λ1, λ2  > 0; ui ∈ ℜ, ℜ – множество всех 
действительных чисел; vi ∈ ℜ+, ℜ+  – множество всех положительных чисел. Пусть заданы значения рей-
тинга r A Ai j, .( )  Тогда значения величины являются решением системы уравнений (1) и (2). Если известны 
значения величины ui ∈ ℜ и vi ∈ ℜ+, то должно выполняться условие совместности.

Теорема (условие совместности). Для того чтобы система уравнений (1) и (2) была совместна, необхо-
димо и достаточно выполнить условие

 u u v vi j i j− ( )= ,λ ln /
      (7)

где i, j = 1, 2, …, n; ui, uj ∈ ℜ; vi, vj ∈ ℜ+; λ > 0, λ − постоянная. Доказательство следует непосредственно из 
определения значений величины (см. (1) и (2)). 

Пусть определена разность ui − uj или отношение vi / vj значений некоторой величины, где i, j = 1, 2, …, n,  
тогда можно найти рейтинг по формулам (1) или (2). Верно и обратное утверждение: если задан рей-
тинг r A Ai j, ,( )  то для него можно определить разность или отношения значений величины по формулам  
(1) и  (2). В связи с  этим существование рейтинга будем рассматривать как критерий количественного 
характера измеряемой величины. 

Дополнительно разберем алгебраическую интерпретацию условия совместности (7) (для простоты 
считаем, что λ = 1). Пусть выполняются равенства u u u vi i j j= =,ln ln( ) ( )  тогда выражение (7) есть тождество, 
которое является следствием того, что группа положительных чисел ℜ+ по умножению изоморфна группе 
действительных чисел ℜ по сложению. Следовательно, можно перейти от разности чисел ui, uj к отноше-
нию чисел vi, vj c помощью изоморфизма u v= .ln ( )  В теории групп изоморфные группы принято не разли-
чать. Это означает, что значения величины определены с точностью до изоморфизма и каждому объекту 
соответствует два значения величины. 

Пример 2. Пусть mi −  численное значение массы объекта Ai в классической теории измерений. В тео-
рии рейтингов каждому объекту Ai с  массой mi можно поставить в  соответствие два значения: ui = mi  
и  v mi i= ,exp( )  причем в первом случае определена разность значений u ui j−( ), во втором – отношение 
значений v vi j/( ).

В классической теории измерений значения величины определяются однозначно. Так проще, и тако-
ва традиция. При проведении психологических измерений исследователи продолжают считать, что зна- 
чение величины должно быть единственным. Если разные способы сравнения приводят к  различным 
значениям величины, возникает серьезная проблема [9], которую можно решить, несмотря на традици-
онные представления, с помощью теории рейтингов. Например, масса объектов в теории рейтингов мо-
жет быть мультипликативной или аддитивной величиной. Подчеркнем, что решение этой проблемы не 
сводится к тривиальной замене переменных, а опирается на такое фундаментальное понятие алгебры, 
как изоморфизм.
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Модель измерения рейтинга

Будем рассматривать множества объектов A1, A2, …, An, для которых необходимо найти рейтинг. Обо-
значим R A Aik i k,( )  как значение рейтинга. Выберем объект Ak, который назовем единицей измерения. 
Пусть уравнение измерения рейтинга Rik имеет вид 

 R rik ikk= ,β                       (8)

где i = 1, …, n; rik − значение (числовое) рейтинга, полученное при выполнении операции измерения; βk − 
постоянная масштаба, βk > 0. Равенство (8) означает, что рейтинг Rik совпадает с числовым значением рей-
тинга rik с точностью до постоянной масштаба βk. В физике обычно фиксируют единицу измерения. Осо-
бенностью субъективных измерений является отсутствие фиксированной единицы измерения. Вполне 
естественно считать, что разным единицам измерения могут соответствовать разные постоянные мас-
штаба βk, где k = 1, 2, …, m. Наша задача – установить условия существования рейтинга, для этого нужны 
по крайней мере две единицы измерения (m ≥ 2). Используя определение (5) и уравнение измерения (8), 
получим систему уравнений 

  R R ri k ikk− = β     
     

(9)

для определения неизвестных параметров βk и значений рейтинга Ri, где i = 1, 2, …, n; k = 1, 2, …, m. Так как 
значения рейтинга Ri определены с точностью до постоянной, можно считать, что выполняется равен-

ство Ri
i

n

=
∑
1

0= .  Из системы уравнений (9) следует условие

 R r ri ik kk= ,β −( )       (10)

где i = 1, …, n; k = 1, 2, …, m; rik − значение рейтинга; rkk = 0; βk > 0; r n rk ik
i

n

= ;1
1=

∑  βk, Ri – неизвестные, i = 1, 2, …, n, 

k = 1, 2, …, m. 
Если известны значения rik, i = 1, …, n, k = 1, 2, …, m, причем rkk = 0 и для таких значений выполняется 

условие (10), тогда существует рейтинг, определенный на подмножестве упорядоченных пар по формуле 
R rik ikk= .β  Действительно, для i = k, с учетом равенства rkk = 0, получим R rk kk= .− β  В таком случае из уравне-
ния (10) следует уравнение (9) и для отображения R rik ikk= β выполняются свойства рейтинга для i = 1, …, n  
и k = 1, 2, …, m. 

Чтобы подтвердить существование рейтинга, вместо системы (10) будем рассматривать систему урав-
нений вида 

 W b w wi k ik k= ,−( )       (11)

где wik – наблюдаемые значения рейтинга; w
n

wk ik
i

n

= ,1

1=
∑  i = 1, 2, …, n, k = 1, 2, …, m; bk, Wi − неизвестные па-

раметры (Wi − оценки рейтинга Ri). Квазирешение системы (11) найдем методом наименьших квадратов. 
Минимизируя выражение 

S W w wbi ik kk
i

n

k

m

= ,− −( )( )
==
∑∑ 2

11
получим равенство

 W
m

b w wi ik k
k

m

k= .1

1
−( )

=
∑      (12)

Значения Wi можно определять с точностью до постоянного множителя, поэтому можно считать, что 
bm = 1, а оставшиеся неизвестные значения bk получим из решения системы линейных уравнений

  
mb w w w w w wbp p k k p

k

m

ip
i

n

ik ip
i

n

−( ) −( ) −( )−∑ ∑∑2

11 1
0

= ==
= ,

 (13)

где p = 1, 2, …, m −1, m ≥ 2. В частном случае, когда m = 2, система (13) принимает вид 

b w w b w w w wi i i
i

n

i

n

1 1
2

2 2 1 1 1
11

1 −( ) −( ) −( )∑∑ = .
==

Если значения Wi  удовлетворяют системе уравнений (11) и wik = 0, тогда существует рейтинг, опреде-
ленный на подмножестве упорядоченных пар по формуле R W Wik k i k= ,β −( )  где i = 1, 2, …, n; k = 1, 2, …, m. 
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Для проверки выполнения уравнений (11) (при наличии случайных ошибок) будем рассматривать модель 
регрессии вида 

 W w wi ik kk ik= ,α ε−( ) +
 

(14)

где i = 1, …, n; k − фиксировано, k ∈ {1, 2, …, m}; wik − эмпирическая оценка значения рейтинга rik;  
wk − среднее значение для wik, причем wkk = 0; Wi − оценки рейтинга, полученные по формуле (12); ak −  
постоянные; εik – случайные ошибки. В модели (14) уравнение регрессии соответствует уравнениям систе-
мы (11). Предположительно, εik − независимые нормально распределенные случайные величины с мате-
матическим ожиданием E ikε( ) = 0 и постоянной дисперсией для каждого фиксированного k. В таком слу-
чае можно ограничиться проверкой значимости коэффициента корреляции Пирсона ρ ρk kW w= , .( )  Если 
коэффициент корреляции значим, то уравнение регрессии соответствует тому же уровню значимости. 
Таким образом, получено экспериментальное подтверждение существования рейтинга для заданного k. 

Пример 3. Объектами измерения являлись девять знаменитостей (n = 9), в том числе три политика, 
три спортсмена и три актера. В исследовании участвовали n n −( )1 2 36/ =  пар объектов и 234 респонден-
та, которых спрашивали, с кем они предпочли бы поговорить в течение одного часа. Результаты парных 
сравнений fij( )  представлены табл. 2. 

Та б л и ц а  2

Результаты парных сравнений

Ta b l e  2

The results of the pairwise comparisons

L. B. J. H. W. C. d. G. J. U. C. Y. A. J. F. B. B. E. T. S. L.

L. B. J. 0 159 163 175 183 179 173 160 142

H. W. 75 0 138 164 172 160 156 122 122

C. d. G. 71 96 0 145 157 138 140 122 120

J. U. 59 70 89 0 176 115 124 86 61

C. Y. 51 62 77 58 0 77 95 72 61

A. J. F. 55 74 96 119 157 0 134 92 71

B. B. 61 78 94 110 139 100 0 67 48

E. T. 74 112 112 148 162 142 167 0 87

S. L. 92 112 114 173 173 163 186 147 0

П р и м е ч а н и е. Пример и значения fij взяты из работы [16]. В первых строке и столбце 
находятся инициалы знаменитостей.

Та б л и ц а  3

Матрица парных сравнений объектов

Ta b l e  3

The matrix of pairwise comparisons of objects

A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9

A1 0 84 92 116 132 124 112 86 50

A2 –84 0 42 94 110 86 78 10 10

A3 –92 –42 0 56 80 42 46 10 6

A4 –116 –94 –56 0 118 –4 14 –62 –112

A5 –132 –110 –80 –118 0 –80 –44 –90 –112

A6 –124 –86 –42 4 80 0 34 –50 –92

A7 –112 –78 –46 –14 44 –34 0 –100 –138

A8 –86 –10 –10 62 90 50 100 0 –60

A9 –50 –10 –6 112 112 92 138 60 0
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Оценка значений рейтинга wij в табл. 3 рассчитывается по формуле wij = fij − fji, где f
ij − разница частот, 

с которой знаменитость с номером i более предпочтительна, чем знаменитость с номером j. 
В табл. 4 приведены центрированные оценки рейтинга w w wik ik k= ,−  полученные на основании табл. 3, 

и оценки рейтинга Wi,  рассчитанные по формуле (12).

Та б л и ц а  4

Центрированные оценки рейтинга 

Ta b l e  4

Centered rating scores

w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7
w8 w9 W

88,4 122,4 103,8 81,3 46,9 93,3 58,9 101,1 99,8 88,9

4,4 38,4 53,8 59,3 24,9 55,3 24,9 25,1 59,8 38,8

–3,6 –3,6 11,8 21,3 –5,1 11,3 –7,1 25,1 55,8 15,1

–27,6 –55,6 –44,2 –34,7 32,9 –34,7 –39,1 –46,9 –62,2 –35,7

–43,6 –71,6 –68,2 –152,7 –85,1 –110,7 –97,1 –74,9 –62,2 –79,6

–35,6 –47,6 –30,2 –30,7 –5,1 –30,7 –19,1 –34,9 –42,2 –31,4

–23,6 –39,6 –34,2 –48,7 –41,1 –64,7 –53,1 –84,9 –88,2 –55,0

2,4 28,4 1,8 27,3 4,9 19,3 46,9 15,1 –10,2 11,3

38,4 28,4 5,8 77,3 26,9 61,3 84,9 75,1 49,8 47,6

Коэффициенты парной корреляции ρ ρk kW w= , ,( )  где k = 1, …, m, вместе с достигаемым уровнем зна-
чимости приведены в табл. 5.

Та б л и ц а  5

Коэффициенты корреляции 

Ta b l e  5

Correlation coefficients

w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7
w8 w9

0,000 4 0,000 1 0,000 2 0,000 1 0,009 2 0,000 0 0,000 6 0,000 0 0,000 2

Коэффициент корреляции значим по критерию Стьюдента, и модель регрессии (14) адекватна по кри-
терию Фишера для всех wk  (при уровне значимости 0,05), поэтому считаем, что получено эксперимен-
тальное подтверждение существования рейтинга. 

Та б л и ц а  6

Значения рейтинга
Ta b l e  6

The value of the rating

Инициалы  
знаменитостей

Tversky  
& Sattath OptiPt Теория  

рейтингов

L. B. J. 1,00 1,000 0 1,00

S. L. 0,66 0,640 1 0,78

H. W. 0,57 0,541 6 0,73

C. d. G. 0,40 0,392 7 0,60

E. T. 0,43 0,416 5 0,58

A. J. F. 0,19 0,179 5 0,35

J. U. 0,19 0,180 3 0,33
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Инициалы  
знаменитостей

Tversky  
& Sattath OptiPt Теория  

рейтингов

B. B. 0,17 0,164 1 0,22

C. Y. 0,09 0,072 9 0,09

Примечание. Программа OptiPt доступна как функция, встроенная 
в язык R [16].

В табл. 6 приведены оценки рейтинга, выполненные А. Тверски и С. Саттахом (Tversky & Sattath) с ис-
пользованием программы OptiPt [16] и на основании теории рейтингов. Для удобства значения рейтин- 
га ui с помощью линейной замены отображены на интервал [0,09−1,00]. Данное преобразование позволя-
ет легче сопоставить оценки рейтинга, выполненные различными методами [16].  

Закон Фехнера и Стивенса

Ощущения вполне обоснованно можно выражать числовыми значениями. В этом заключается фунда-
ментальная проблема психофизики [9]. В течение многих лет считалось, что предложенная Г. Фехнером 
в 1860 г. логарифмическая функция правильно описывает зависимость между ощущением и физической 
величиной:
 u

q
q

= ,η1
0

ln






  (15)

где η1 − постоянная; u − значения величины, полученные субъективно; q − значения величины, получен-
ные объективно; q0 − нижнее граничное значение интенсивности раздражителя, q > q0. Например, u − зна-
чение ощущения веса тела, найденное на основании субъективного мнения респондента, q − значение 
веса, полученное взвешиванием. В 1961 г. была опубликована статья С. Стивенса, в которой он доказывал, 
что между интенсивностью ощущения и физической величиной существует не логарифмическая, а сте-
пенная зависимость:

      v q= ,α η( ) 2       (16)

где α, η1 − постоянные; v − значения величины, полученные субъективно; q − значения величины, по-
лученные объективно [9]. На основании модифицированного психофизического закона, предложенного 
Ю. М. Забродиным, в психофизический закон С. Стивенса вводится параметр, в зависимости от значения 
которого можно выявить три различные формы психофизического закона [9], включая классические за-
коны Фехнера и Стивенса. Задача выбора между законами Фехнера и Стивенса и в настоящее время не 
имеет однозначного ответа, и попытки их объединить продолжаются до сих пор [19]. Между тем эту про-
блему в теории рейтингов можно решить просто, поскольку оба закона адекватно описывают психофи-
зический эксперимент и эквиваленты.

Поясним это на примере кругов A1, A2, …, A6 (см. табл. 1, строка 2), площадь которых изменяется равно-
мерно. Можно найти значение величины методом Стивенса или считать, что значение площади равно 
номеру объекта. В итоге с помощью методов субъективного измерения получаем два значения площа-
ди для каждого объекта. Такой вывод соответствует теории рейтингов, но расходится с общепринятыми 
представлениями. Чтобы подтвердить интерпретацию проблемы, можно обратиться к основным психо-
физическим законам (15) и (16).  

Существует основание полагать, что Г. Фехнер проводил измерения в линейной шкале, так как исполь-
зовал последовательность объектов, величина которых изменяется равномерно. Выполняя измерения, 
ученый подсчитывал, сколько едва заметных различий находится между объектами Ai и A0 (объекту A0 
соответствует порог чувствительности). Выберем множество объектов A1, A2, …, An, для которых можно 
определить значения величины субъективно (на основании закона Фехнера и Стивенса) и объективно. 
Используя закон Фехнера (15), получим соотношение

 u u q qi j i j− −( )= ,η1 ln ln  (17)

где i, j = 1, 2, …, n; η1 − постоянная; u u Ai i= ,( )  ui − значения величины, полученные субъективно; q q Ai i= ,( )  
qi  − значения, полученные объективно. Проводя эксперименты, С. Стивенс непосредственно находил от-
ношения значений величины. На основании закона (16) получим 

 ln ln ln lnv v q qi j i j− −( )= ,η2  (18)

О к о н ч а н и е  т а б л .  6
E n d i n g  t a b l e  6
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где i, j = 1, 2, …, n; v v Ai i= ,( ) vi − значения величины, полученные субъективно; q q Ai i= ,( )  qi − значение, 
найденное объективно; η2 − постоянная. В выражениях (17) и (18) правые части совпадают, тем самым 
доказано, что выполняется условие совместности (7) для системы уравнений (1) и  (2). Следовательно, 
поскольку существование рейтинга не ставится под сомнение, значения величины в  законах Фехнера 
и Стивенса являются количественными. С помощью равенства (1) и соотношения (17) или равенства (2) 
и соотношения (18) приходим к выражению 

 r r q qi j i j− −( )= ,η ln ln  (19)

где i, j = 1, 2, …, n; η − постоянная; r r Ai i= ,( )  ri − значения рейтинга; q q Ai i= ,( )  qi − значения величины, 
полученные объективно. Соотношение (19) подтверждает взаимную адекватность основных психофизи-
ческих законов.  

Заключение

Таким образом, в настоящем исследовании показано, почему развитие теории психологических из- 
мерений является актуальным. Приводится определение измерения, данное С. Стивенсом, которое под-
вергается критическому анализу с современной точки зрения. Идея С. Стивенса о том, что человек мо-
жет непосредственно численно оценить величину своего ощущения, выглядит притягательно и разумно. 
В связи с развитием РТИ идея С. Стивенса получила мощную теоретическую поддержку.  Анализ совре-
менной литературы показывает, что большинство психологов верят в существование математического 
обоснования методики психологических измерений. Наличие такого обоснования выглядит тем более 
убедительным, если эмпирические данные удается аппроксимировать какой-либо параметрической мо-
делью. При этом никак не объясняется, почему созданная усилиями многих математиков теория меры не 
находит никакого применения в теории измерений. Кроме того, в современных работах по теории пси-
хологических измерений показано, что определение С. Стивенса не подходит для проведения психологи-
ческих измерений, поскольку не позволяет обосновать количественный характер измеряемой величины. 
Сторонники и противники идеи С. Стивенса обращаются к РТИ как теоретической основе современной 
теории измерений. Одним не нравится, что в РТИ нет доказательства количественного характера изме-
ряемой величины. Другие считают, что такие доказательства РТИ и не должна рассматривать. Характер 
дискуссии между ними позволяет предположить, что в рамках РТИ этот вопрос решать нецелесообразно. 
В подтверждение этому можно отметить, что дальнейшие попытки развития РТИ нельзя назвать успеш-
ными. В частности, РТИ и теорию совместного измерения некоторые специалисты оценивают как рево-
люцию, которая не сможет произойти [15]. 

Чтобы найти выход из создавшейся ситуации, автор настоящей статьи предлагает изменить концеп-
цию такого фундаментального понятия, как измерение, которое в настоящее время называется присвое-
нием чисел объектам по определенным правилам, и рассматривает измерение как операцию присвоения 
чисел взаимодействию объектов. Ведь известно, что всякое измерение есть сравнение, т. е. оценка взаим-
ного влияния. В связи со сменой концепции меняется и математическая основа теории измерений. Так, 
если РТИ базируется на теории множеств, то теория рейтингов основывается на теории категорий. Хотя 
теория рейтингов использует только некоторые элементы теории категорий, все-таки они составляют 
фундамент предлагаемой теории. 

Теория рейтингов не отвергает результаты психологических измерений и может служить дополнени-
ем, способным усилить выводы, полученные по итогам проведения различных исследований. Одной из 
проблем, рассматриваемых в настоящей работе, является формулировка способа проверки количествен-
ного характера психологических атрибутов. С помощью модели измерения рейтинга изучаются резуль-
таты оценки рейтинга известных личностей, которые получены некоторыми исследователями методом 
парных сравнений. Ранее эти эмпирические данные применялись в различных работах для параметри-
ческой аппроксимации [16]. В настоящем исследовании получено подтверждение, что анализируемый 
рейтинг является количественной характеристикой.

Важный элемент теории рейтингов – аксиоматическое определение понятия «значение величины». 
В психологических исследованиях значения величины принято находить, применяя различные спосо-
бы сравнения, среди них выделяют два основных – разность и отношение значений, которые приводят 
к разным значениям величины. В теории рейтингов значения, найденные разными способами сравне-
ния, рассматриваются как результат измерения одной и той же величины, наличие различных значений 
которой является фундаментальной психологической проблемой. Анализ законов Фехнера и Стивенса 
с применением методов теории рейтингов позволяет установить эквивалентность этих законов и найти 
решение проблемы. 
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Важно добавить, что существует радикальная оценка измерений, выполняемых в  психологии. Она 
сводится к  следующему: если не доказано, что результаты какого-либо измерения являются количе-
ственными, значит, от них мало пользы. Психологи ничего не делают, чтобы обосновать количественный 
характер атрибутов, поэтому психология является бесполезной, «патологической» наукой [4]. Собствен-
но, такая постановка вопроса и послужила поводом для написания настоящей статьи. Тем не менее пред-
лагаемая математическая теория не является основанием для новой критики психологической науки, 
скорее наоборот. Причина заключается в следующем: когда результаты измерения представлены в шкале 
порядка, это не означает, что они бесполезны. Кроме того, проанализированы данные реального психо-
логического измерения. Показано, что измеряемый атрибут является количественным. Аналогичное за-
ключение можно получить из теории рейтингов применительно к основным психологическим законам. 
Выполненный в работе математический анализ психологического исследования и эмпирических зако-
нов говорит скорее о высоком научном уровне и удивительной интуиции Г. Фехнера и С. Стивенса. Такой 
вывод, по-видимому, можно отнести и к другим измерениям в психологии.
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