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МЕТОД ЭКВИВАЛЕНТНЫХ ФОТОНОВ  
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Показано, что собственное электромагнитное поле периодически модулированного по плотности сгустка 
ультрарелятивистских электронов можно рассматривать как пучок эквивалентных фотонов (псевдофотонов), 
направленный вдоль скорости электронов. Спектр псевдофотонов включает как некогерентный вклад, пропор-
циональный числу электронов в сгустке, так и когерентную составляющую, которая имеет острый максимум 
на частоте модуляции. Метод эквивалентных фотонов может быть использован для описания взаимодействия 
сгустка электронов с кристаллом, которое приводит к генерации когерентного параметрического рентгеновского 
излучения от модулированных сгустков, выходящих из ондулятора рентгеновского лазера на свободных электро-
нах. Это дает возможность получения импульсов рентгеновского излучения, направленных под большим углом 

О б р а з е ц   ц и т и р о в а н и я:
Феранчук ИД, Скоромник ОД, Нгуен Куанг Шан. Метод эк-
вивалентных фотонов для модулированного пучка электро-
нов. Журнал Белорусского государственного университета. 
Физика. 2020;3:24–31.
https://doi.org/10.33581/2520-2243-2020-3-24-31

F o r  c i t a t i o n:
Feranchuk ID, Skoromnik OD, Nguyen Quang San. Method 
of the equivalent photons for modulated electron beam. Jour-
nal of the Belarusian State University. Physics. 2020;3:24–31. 
Russian.
https://doi.org/10.33581/2520-2243-2020-3-24-31

А в т о р ы:
Илья Давыдович Феранчук – доктор физико-математиче-
ских наук, профессор; профессор кафедры теоретической 
физики и астрофизики физического факультета.
Олег Дмитриевич Скоромник – кандидат физико-математи-
ческих наук; старший научный сотрудник группы компью
терной физики.
Нгуен Куанг Шан – аспирант кафедры теоретической фи-
зики и астрофизики физического факультета. Научный ру-
ководитель – И. Д. Феранчук.

A u t h o r s:
Ilya D. Feranchuk, doctor of science (physics and mathema
tics), full professor; professor at the department of theoretical 
physics and astrophysics, faculty of physics.
feranchuk@bsu.by
https://orcid.org/0000-0003-0476-8634
Oleg D. Skoromnik, PhD (physics and mathematics); senior re
searcher at the group of computational physics.
olegskor@gmail.com
Nguyen Quang San, postgraduate student at the department of 
theoretical physics and astrophysics, faculty of physics.
quangsanbsu@gmail.com

Феранчук И. Д., Скоромник  О. Д., Нгуен Куанг Шан. Метод 
эквивалентных фотонов для модулированного пучка электронов	
24

Feranchuk I. D., Skoromnik O. D., Nguyen Quang San. Method of 
the equivalent photons for modulated electron beam	 31



25

Физика электромагнитных явлений
Physics of Electromagnetic Phenomena

к скорости электронов, где интенсивность фонового излучения существенно уменьшена. Определены условия, 
при которых спектрально-угловые характеристики распределения когерентных псевдофотонов могут быть срав-
нимы с аналогичными величинами для импульсов рентгеновского лазера.

Ключевые слова: самомодуляция пучка электронов; когерентное рентгеновское излучение в лазерах на сво-
бодных электронах; параметрическое рентгеновское излучение.

METHOD OF THE EQUIVALENT PHOTONS  
FOR MODULATED ELECTRON BEAM
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It is shown in this work that electromagnetic self-field of the periodically density modulated electron bunch can be 
considered as the beam of the equivalent photons (pseudo-photons), collimated along the electron velocity. Pseudo-pho-
ton spectrum includes both the incoherent contribution being proportional to number of electrons in the bunch and the 
coherent part with the sharp maximum corresponding the modulation frequency. Method of the equivalent photons can be 
applied for description of the interaction between the electron bunch and a crystal that leads to generation of the coherent 
parametric X-ray radiation by the modulated bunches exited from the undulator of the X-ray free electron laser. It pro-
vides the possibility to obtain the X-ray pulses directed at the large angle to the electron velocity where intensity of the 
background radiation essentially decreased. It is defined the conditions when the spectral and angular distributions of the 
coherent pseudo-photons can be compared with the analogous values for the pulses of the X-ray laser.

Keywords: self-modulation of the electron bunch; coherent X-ray radiation from the X-ray free electron laser; para-
metric X-ray radiation.

Введение
Хорошо известно [1], что когерентное рентгеновское излучение в рентгеновских лазерах на свобод-

ных электронах (РЛСЭ) возникает при прохождении пучка релятивистских электронов через ондулятор, 
который выполняет две функции. С одной стороны, вследствие механизма самоусиления спонтанного 
излучения (self-amplified spontaneous emission, SАSЕ) в нем происходит образование периодической по-
следовательности микросгустков из первоначально однородного электронного импульса. В результате 
плотность электронов в импульсе становится периодически модулированной с периодом λ0 , соответст
вующим резонансной длине волны ондулятора. С другой стороны, в данном устройстве происходит фор-
мирование импульса когерентного ондуляторного излучения на резонансной частоте ω π

λ0

0

2= c (с – ско-

рость света), возникающего на выходе из РЛСЭ. При этом когерентное излучение модулированного пучка 
сосредоточено в узком конусе вдоль направления движения электронов, а совпадение (резонанс) между 
частотой модуляции пучка и частотой испускаемых фотонов обеспечивается автоматически, поскольку 
они определяются одним и тем же механизмом ондуляторного излучения. В настоящее время подобная 
схема генерации реализована на ускорителях в Стэнфорде (США) и Гамбурге (Германия). Основные 
преимущества излучения от РЛСЭ, по сравнению с излучением от других рентгеновских источников, 
связаны с высокой спектральной мощностью когерентного импульса фотонов, что открывает широкие 
возможности в исследованиях динамики различных процессов в конденсированных средах [1]. Харак-
терные параметры импульса рентгеновского излучения в современных РЛСЭ определяются следую-
щими значениями [1]: длительность импульса – 10–13–10–12 с; угловая расходимость – 10– 4 рад; относи-
тельная спектральная ширина – 10–3; число фотонов в импульсе – 1012–1013.

Рассмотрим, однако, схему генерации излучения, при которой эти две функции разделены. Для это-
го предположим, что на выходе из ондулятора модулированный электронный импульс проходит через 
монокристаллическую мишень, в которой происходит генерация параметрического рентгеновского из-
лучения  (ПРИ) с частотой ωB, зависящей от структуры кристалла и угла θВ между его плоскостями 
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и направлением скорости электронов. При этом, как было недавно показано в работе [2], наибольшая 
интенсивность ПРИ достигается при скользящем движении пучка электронов вдоль поверхности моно
кристалла, в то время как рентгеновское излучение генерируется под большим углом 2θВ к направле-
нию скорости электронов. Угол θВ можно выбрать таким образом, чтобы выполнялось резонансное 
условие ωВ ≈ ω0. Тогда наряду с основным импульсом рентгеновского излучения от РЛСЭ возникнет 
импульс когерентного ПРИ от модулированного электронного импульса. При этом пучок фотонов, со-
ответствующий ПРИ, будет направлен под большим углом к направлению движения электронов, что 
расширяет возможности использования РЛСЭ.

Целью настоящей работы является определение условий, при которых ПРИ от модулированного по 
плотности электронного сгустка будет наиболее интенсивным.

Спектральная плотность эквивалентных фотонов  
периодически модулированного сгустка электронов

Для анализа взаимодействия модулированного пучка со средой можно использовать эффективный 
и наглядный метод описания электромагнитных процессов, основанный на концепции эквивалентных 
фотонов (псевдофотонов) [3–5]. Этот подход основан на том, что собственное электромагнитное поле 
заряженной частицы по своим характеристикам эквивалентно пучку псевдофотонов со спектрально-
угловой плотностью распределения n k

( ) и малой угловой расходимостью, которая определяется ре-
лятивистским фактором частицы. В  результате дифференциальное сечение перехода ( )i f⇒  между 
начальным и конечным состояниями рассматриваемой системы d if

eσ  при ее взаимодействии с реляти-
вистской заряженной частицей, движущейся со скоростью  v, представляется в виде

	 d n k d k d dkif
e

if
phσ σ ω ω= ( ) ( )^ ^

  

, , 	 (1)

где d kif
phσ ω,



^( ) – сечение исследуемого перехода под действием фотона с частотой ω и волновым век

тором 






k k= 



^

ωv
v ; .

Спектрально-угловое распределение эквивалентных фотонов, связанных с одной заряженной час
тицей, хорошо известно [3–5] и является гладкой функцией частоты. Поэтому возможные пики в ве-
роятности рассматриваемого процесса определяются частотами ωm, при которых сечение d kif

phσ ω,


^( ) 
имеет максимумы. Это утверждение справедливо и при некогерентном сложении полей заряженных 
частиц однородного пучка, состоящего из N равномерно распределенных в пространстве частиц, так 
что спектрально-угловая плотность псевдофотонов однородного пучка электронов равна Nn k

( ).
Однако, как было указано выше, при выходе из ондулятора РЛСЭ плотность электронов в сгустке 

вследствие механизма SASE является периодической функцией координат с периодом λ 0. Можно ожи-
дать, что это приводит к существенному изменению спектральной плотности псевдофотонов и возник-
новению в ней пиков на гармониках частоты ω π

λ0

0

2= c
. Если положение такого пика совпадает с одной 

из частот ωm, то происходит резонансное увеличение сечения d if
eσ  рассматриваемого процесса.

Вычислим спектральную плотность эквивалентных фотонов периодически модулированного сгустка 
электронов для получения когерентного рентгеновского излучения на основе ПРИ.

В области энергии фотонов, много меньшей энергии частицы (ω  E ), спектр псевдофотонов можно 
получить на основе классического рассмотрения электромагнитного поля [3] (используется натураль-
ная система единиц с  = c = 1). Векторный 



A r t,( ) и скалярный j r t,( ) потенциалы поля, создаваемого 
пучком электронов с зарядом e, равномерно движущихся в вакууме, определяются уравнениями

	
�
� � � �

� � � �

A r t r

r t r

a
a

N

a a

a

N

a a

= - - -( )

= - - -( )

∑

∑

4

4

π d

j π d

e

e

v v

v

,

,

	 (2)

где  ra a, v  – координата и скорость частицы пучка; N – число частиц в сгустке.
Используя фурье-разложение потенциалов в уравнениях  (2), находим следующие выражения для 

электромагнитных полей:
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∑ ∫
2

2
2π

v v




 









  

k
e
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a
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N
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- -( )

∑

2
,

., ,

	 (3)

Предположим, что пучок релятивистских электронов обладает достаточно малой угловой расходи-
мостью, так что скорость отдельной частицы можно представить в виде

� � � � �v v v v v va a a
m
E

= + ′ ′ - = ≡ -
, ; .1 1

2
2

2

2γ

Ось z направим вдоль средней скорости пучка v  и предположим, что угловая расходимость частиц 
пучка относительно этой оси θa < γ–1. Флуктуации модуля скорости частиц связаны с немонохроматич-

ностью пучка по энергии и удовлетворяют условию v va
E
E

- ≈ - -γ γ2 2∆
 . Тогда компоненты вектора 



′va , определяющего флуктуации скоростей частиц в пучке с точностью до слагаемых γ–2, можно пред-
ставить в виде









 ′ = - = + = +va a
a

z a ax ay a ax x ay ye e eθ
θ

θ θ θ θ θ θ
2

2 2 2

2
, , ,

где   e e ex y z, ,  – единичные векторы.
В принятом приближении знаменатель в выражении (3) для поля имеет вид

k k kz z a
2 2

2

γ θ-
^+ -( ) 

,

который показывает, что основной вклад в амплитуду поля определяется значениями

θ γa
z

k
k

 

^ -1
,

и при этих условиях поле с точностью до γ–1 является поперечным E Ez  γ -
^

1
:















 

E r t E r t

E r t i dk
k k

k

a
a

N

a
a z

z

^ ^

^
^

( ) = ( )

( ) = -
-

∑

∫

, , ,

,
e

2
2

2π
θ

γ --
^

- -( )

^

+ -( )
( ) = ( ) 

2
2 



 







  

k k
e

H r t E r t

z a

ik r t ra a

θ

v

v

,

, , ..

Проекция потока энергии электромагнитного поля, связанного с пучком частиц, на ось z опреде
ляется выражением [3]

Π =   = ≈

≈

-∞

+∞

^
-∞

+∞

∫ ∫

∫∑∑

1

4

2

2

2

2

π

π

dxdydt EH dxdydt E

dk

z

ba

  





e

v

kk k k k

k k k k k k

a z b z

z z a z z

^ ^

-
^

-
^

-( ) -( )
+ -( )( ) + -

  

   

θ θ

γ θ γ θ2 2
2

2 2

bb

ik r r izke eb a a b

( )( )
-( ) ′ - ′( )

2



 



 v v
.

Этот поток можно разбить на две части:
Π = Πsp + Πcoh.

Некогерентный поток Πsp соответствует слагаемым с a = b, и для него после интегрирования по 
переменной 

  

k k ka z^ ^-( ) ⇒θ  получается обычное выражение для спектральной плотности псевдо-
фотонов:



28

Журнал Белорусского государственного университета. Физика. 2020;3:24–31
Journal of the Belarusian State University. Physics. 2020;3:24–31

	

Πsp

z

sp

N dk k

k k
n d

n N

=
+ 

= ( )

( ) =

∫ ∫^

-
^

e
,

l

2

2

2

2 2 2
2

2

2

2

vπ γ
ω ω ω

ω πω





e
nn , .
m k a

γ
ω θ ωγ





- ≈^
- 

1

	 (4)

Когерентная часть потока Πcoh имеет следующий вид:

Πcoh

a z

z z a

dk F k

F k
k k
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Для вычисления формфактора 



F k( ) нужно усреднить полученное выражение с учетом распределе-
ния электронов сгустка в РЛСЭ [1]. Суммирование по координатам и скоростям электронов в модули-
рованном пучке можно представить как

= ( ) ( )∑ ∫
a

N drd f r
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где величина σa обусловливает угловой разброс направлений скорости, а σb – среднеквадратичный раз-

брос по поперечным координатам. Параметр ξ
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1 определяет глубину модуляции в сгустке 

(т. е. отношение амплитуды осцилляций плотности к средней плотности электронов в пучке), от которой, 
в свою очередь, зависят флуктуации периода модуляции σc  d [6]; d – период модуляции сгустка дли-
ной L = Kd и число микросгустков K  1.

При усреднении по координатам электронов постоянная составляющая плотности потока не дает вкла-
да в Πcoh, а вычисление интегралов от периодической составляющей приводит к следующему результату:
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Усреднение формфактора по угловому разбросу электронов в сгустке сводится к вычислению интеграла
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Характерный угловой разброс псевдофотонов определяется параметром θk ≈ γ–1, так что влиянием 
углового разброса электронов на связанный с ними спектр псевдофотонов можно пренебречь при вы-
полнении условия

θ σ γ≈ -
a 

1
,
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которое может быть достигнуто для реальных эмиттансов релятивистских пучков [7]. Тогда искомый 
интеграл равен
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В результате для когерентной части потока псевдофотонов находим
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Вычислим интеграл по углам:
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где Ei x( ) – интегральная показательная функция.
В результате когерентная составляющая спектральной плотности псевдофотонов принимает вид 

(kz ≈ ω)
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Спектральная плотность когерентных псевдофотонов имеет острые максимумы при частотах ω π
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при этом, как было указано выше, множитель ξ π σ= -e c d2
2 2 2

/  определяет глубину модуляции сгустка, 
которая зависит от среднеквадратичной флуктуации периода модуляции σc  d.

Сравним вклады когерентной (5) и некогерентной (4) составляющих в распределение псевдофото-
нов для параметров пучка электронов, соответствующих РЛСЭ [7]:
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На рисунке приведено сравнение спектральных плотностей потока некогерентных и когерентных 
псевдофотонов при указанных параметрах сгустка электронов.
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Оценим число некогерентных псевдофотонов в интервале частот ∆ω
ω ≈ -

10
3
,  характерном для им-

пульса рентгеновского излучения в РЛСЭ.
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что существенно меньше величины, соответствующей импульсу РЛСЭ.
В то же время интегрирование формулы (6) по такому же интервалу вблизи частоты ω π

0

2=
d

 дает 
число псевдофотонов, сопоставимое с числом реальных фотонов в импульсе РЛСЭ [7].
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В соответствии с соотношением (1) процесс излучения определяется рассеянием псевдофотонов, 

что приводит к их преобразованию в реальные фотоны. Таким образом, вероятность излучения фотона 
от пучка электронов достигает максимального значения для таких частот фотона, при которых макси-
мум спектральной плотности псевдофотонов совпадает с наибольшей величиной сечения рассеяния 
d kif

phσ ω,


^( ) для определенного механизма излучения. Как было показано в работе [8], в случае ПРИ 

полная вероятность такого рассеяния в интервале углов ∆θ  γ–1 и частот ∆ω
ω γ -1 стремится к 1. Это 

означает, что в указанных интервалах происходит полное преобразование псевдофотонов в реальные 
фотоны. В данном случае значение Ncoh определяет число фотонов в импульсе, соответствующее рас-
сматриваемому механизму ПРИ, и имеет тот же порядок величины, что и в импульсе РЛСЭ. Подчер-
кнем, что метод эквивалентных фотонов позволяет оценить интегральное число фотонов в импульсе, 
однако для расчета детальной структуры спектра ПРИ необходимо использовать более полную теорию 
этого механизма излучения [2], что будет рассмотрено в отдельной работе. Следует также отметить, что 
метод эквивалентных фотонов может быть применен и при вычислении поля произвольного распреде-
ления зарядов в калибровке Кулона, исследованного недавно в статье [9].

Заключение
Таким образом, в работе показано, что спектр эквивалентных фотонов периодически модулирован-

ного сгустка электронов на выходе из ондулятора РЛСЭ содержит когерентную составляющую, кото-
рая дает возможность получения дополнительных импульсов рентгеновского излучения под большим 
углом к направлению движения пучка электронов в ондуляторе [8]. Число фотонов в таких импульсах 
имеет тот же порядок величины, что и количество фотонов, которые испускаются в РЛСЭ в направ-
лении движения электронов. Высокая спектральная плотность эквивалентных фотонов может быть 
также использована для накачки рентгеновского лазера при когерентной фотоионизации с внутренних 
оболочек атомов [10].

Спектральная плотность распределения псевдофотонов модулированного пучка: 
а – некогерентных; б – когерентных в логарифмическом масштабе
Spectral distribution density of pseudo-photons of the modulated beam:  

a – incoherent; b – coherent in the logarithmic scale
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