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УДК 519.85 
 

Двухкритериальные задачи потокового программирования 
 

Л.А. ПИЛИПЧУК, А.С. ПИЛИПЧУК, Е.Н. ПОЛЯЧОК 
 

Рассматривается три типа двухкритериальных задач: нахождение кратчайшего пути во множестве 
путей максимальной ширины, путей максимальной ширины среди множества кратчайших путей и 
задача о максимальном потоке минимальной стоимости. Построены специальные графы, необхо-
димые для доказательства основных свойств исследуемых моделей. Приведены конструктивные 
доказательства теорем об оптимальных решениях задач с учетом двух критериев оптимизации. 
Построены структурные и алгоритмические решения двухкритериальных задач потокового про-
граммирования. 
Ключевые слова: математическое программирование, двухкритериальная задача оптимизации, 
допустимое решение, кратчайший путь в множестве путей максимальной ширины, максимальной 
ширины путь в множестве кратчайших путей, максимальный поток минимальной стоимости. 
 
Three types of two-criteria problems are considered: finding the shortest path in the set of paths of maxi-
mum width, the paths of maximum width among the set of shortest paths and the problem of the maxi-
mum flow of minimum cost. The special graphs are constructed that are necessary to prove the basic 
properties of the models under study. Constructive proofs of theorems on optimal solutions to problems 
are given taking into account two optimization criteria. Structural and algorithmic solutions of two-
criteria flow programming problems are constructed. 
Keywords: mathematical programming, two-criteria problem of optimization, feasible solution, shortest 
path of maximum width, path of maximum width in shortest paths set, maximum flow of minimum cost. 
 
Введение. Двухкритериальные задачи потокового программирования представляют со-

бой класс сетевых моделей, в которых разработка математического аппарата, алгоритмиче-
ских, структурных и технологических решений выполняется с учетом двух критериев опти-
мизации. Конструктивная теория, алгоритмические, структурные и технологические реше-
ния экстремальных сетевых задач, основанные на концепциях симплекс-метода [1]–[3] и 
опорного метода [4], [5] с использованием сетевых реализаций основных операций, теорети-
ко-графовых свойств опоры (базиса) в синтезе с современными достижениями в области тео-
ретической информатики применяются для создания эффективных вычислительных методов 
в различных технических, экономических, информационных, экологических, транспортных и 
других системах. При исследовании и создании методов решения двухкритериальных сете-
вых задач применяется конструктивная теория, эффективные вычислительные методы, алго-
ритмы и технологии, разработанные для решения сетевых задач поиска кратчайших путей 
[6], максимального потока и потока минимальной стоимости [7]–[9]. 

1. Двухкритериальные задачи. Задан конечный ориентированный связный граф   ,G I U  
с множеством узлов  и множеством дуг U , I I   , U   . Каждая дуга  ,i j U  характеризует-
ся следующими параметрами: ,i jx  – величина дугового потока,  – стоимость перемещения 

единицы дугового потока 
,i jc

,i jx  по дуге  ,i j ,  – пропускная способность (ширина) дуги ,i jd  ,i j . 

Обозначим  ,i j , , x x i j U  – вектор дуговых потоков. Определим соответственно ширину 

 , s td L  и стоимость  ,s tc L  пути ,s tL  из узла s  в достижимый узел t  следующим образом: 

      
  ,

, , , , ,
,

min , , ,  .

s t

def def

,s t i j s t s t i
i j L

d L d i j L c L c x


    j i j . 

Для графа G  рассмотрим следующие задачи оптимизации по двум критериям: 
Задача 1. Среди всех путей максимальной ширины из узла  в достижимый узел  гра-

фа  найти путь минимальной стоимости (кратчайший путь). 
s t

G
Задача 2. Среди всех путей минимальной стоимости (кратчайших путей) из узла  в 

достижимый узел  графа G  найти путь максимальной ширины. 
s

t
Задача 3. Найти максимальный поток минимальной стоимости из узла s  в достижимый 

узел  графа G . t
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2. Кратчайший путь в множестве путей максимальной ширины. Рассмотрим задачу 
1 определения в графе  среди всех путей максимальной ширины из узла G s  в достижимый 
узел  кратчайшего пути. t

Математическая модель задачи поиска кратчайшего пути в графе  ,G I U  между дву-
мя узлами s  и  имеет следующий вид: t

 
, ,

,

min,i j i j
i j U

c x


  (1) 

     
, ,

1, ,

1, ,

0, \ , ,i i

i j j i
j I U j I U

i s

x x i t

i I s t
  

 
   
 

   (2) 

   , 0,1 , , .i jx i j U   (3) 

где     : ,iI U j I i j U    ,     : ,iI U j I j i U    . 
Для создания метода решения задачи 1 определения в графе  среди всех путей мак-

симальной ширины кратчайшего пути применяются алгоритмические, структурные и техно-
логические решения задачи (1)–(3) поиска кратчайшего пути из узла 

G

s  в достижимый узел  
графа G , представленные в [3], [5], [6]. 

t

Рассмотрим алгоритм формирования специальных графов, необходимых для доказа-
тельства основных свойств и создания конструктивной теории решения двухкритериальных 
задач потокового программирования 1–3. 

1) Упорядочим дуги U  графа   ,G I U по не возрастанию ширины  , , ,i jd i j U . 

2) Построим подмножества дуг  множества  таким образом, чтобы дуги лю-
бого множества  имели одинаковую ширину, 

1, , kU U U

kiU 1, ,i   , и если  , ip q U  и   1,  ir t U  , то 

, ,p q rd d t 1, , , . 1i k 

3). Для каждого 1, ,i k   сформируем множества дуг U  следующим образом  i

1

,,         1, , .
i

i j

j

U U где i k


     (4)

Теорема 1. Пусть ,
p
s tL  – некоторый путь в графе  ,pG I U  p  из узла s  в достижимый 

узел t , где  1, , .p  h  Путь ,
p
s tL

, , , p

 может быть не единственным в графе  Если для 

ширины каждого пути 

 ,pG I U .p

,


1
s t  s tL L  графа  ,pG I U  p  выполняются условия 

       1 2
, , , ,

1p p
s t s t s t sd L d L d L d L t

    (5)

то  1
, , , p ,s t sL L t  – множество путей максимальной ширины из узла s  в достижимый узел  в 

начальном графе . 

t

 ,G I U

Доказательство. Строим графы  1 1,G I U  ,  2 ,G I U  2 , ...,  ,pG I U  p  до тех пор, пока 

не построим некоторый граф  , ,pUpG I  для которого узел  достижим из узла t s . Другими 

словами, пока не сформируем множество дуг  графа pU  , pUpG I , в котором существует 

путь ,
p
s tL  из узла s  в узел . По построению, путь t ,

p
s tL  в графе   ,p pG I U   имеет максималь-

ную ширину  ,
p
s td L  и может быть не единственным. Все пути в графе    pG I ,  pU  из s  в дос-

тижимый узел  имеют максимальную ширину, равную t  ,
p ,s td L  и проходят только через те 

дуги, ширина которых не меньше ширины  ,
p
s td L  самого широкого пути. Условия (5) опреде-

ляют множество путей  1
, ,, , p

s t s tLL  максимальной ширины  ,
p
s td L  из узла s  в достижимый 

узел  в графе t   ,G I U . Следовательно, кратчайший путь 0
,s tL , построенный в графе 

 имеет максимальную ширину и является кратчайшим путем максимальной ши-

рины в начальном графе G I . Теорема доказана. 
 ,pG I   ,pU

 ,U
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Конструктивный метод построения множества путей  1
, , , p

,s t s tL L  максимальной ширины 

 ,
p
s td L  из узла s  в достижимый узел t  в графе  ,pG I U  p  изложен при доказательстве теоремы 1. 

Математическая модель задачи поиска кратчайшего пути 0
,s tL  из узла s  в достижимый 

узел  графа t  ,pG I U  p , который содержит множество путей максимальной ширины  ,
p
s td L , 

имеет следующий вид: 

 
, ,

,

min,
p

i j i j
i j U

c x





 (6)

     
, ,

1, ,

1, ,

0, \ , ,
p p

i i

i j j i

j I U j I U

i s

x x i t

i I s t
  

 
   
 

 
 

 (7)

   , 0,1 , , .p
i jx i j U    (8)

где     : ,p p
iI U j I i j U     ,     : ,p p

iI U j I j i U     . 

Приведем алгоритм поиска в графе  среди всех путей максимальной ширины из узла 
 в достижимый узел t  пути минимальной стоимости (кратчайшего пути). 

G
s

1) Полагаем . 1i 

2) Проверяем, достижим ли узел t  из узла  в графе s  ,i iG I U  . 

3) Если узел  недостижим из узла  в графе t s  ,iG I U  i , то полагаем . Перехо-

дим к шагу 2. 

1i i 

4) Узел t  достижим из узла  в графе s  ,iG I U  i . Полагаем p i . Завершаем процесс 

построения графов. Переходим к шагу 5. 

5) Для графа  ,p pG I U 

t

 решаем задачу (1)–(3) поиска кратчайшего пути из узла  в 

достижимый узел . Кратчайший путь 

s

0
,s tL , построенный в графе  , p pG I U  , имеет ширину 

     0
, ,

0
,, ,s t id L min d j s ti j L и является кратчайшим путем максимальной ширины  0

,s td L в 

начальном графе .    ,G I U
3. Путь максимальной ширины среди множества кратчайших путей. Рассмотрим 

задачу 2 определения среди всех путей минимальной стоимости (кратчайших путей) из узла 
 в достижимый узел  графа  пути максимальной ширины. Упорядочим множество дуг 
 графа  по не возрастанию ширины 

s
U

t G

G  , , ,i jd i j U . Построим множества дуг  согласно 

:  , , где дуги каждого подмножества  множества U  имеют 

одинаковую ширину, и, если 

iU

4 1, ,i k 1, , kU U
1

i

j

U U


i j  

, ip q U  и   1, ir t U  , то , , ,r td d 1,p q , 1i k   . 

 iТеорема 2. Пусть ,
i ,Ui
s tL  – кратчайший путь в графе G I  из узла s  в достижимый узел 

, где дуги множества  сформированы согласно t iU    4 , 1, ,i k  . Если выполняются условия 

       1 1l l
, , ,

k k
,s t s t s tc L c L c L c L  s t

  , (9)

то путь ,
l
s tL

t

 имеет наибольшую ширину среди всех кратчайших путей из узла  в достижи-

мый узел  в графе 

s

 ,G I U . 
kU UДоказательство. Поскольку  , то  ,

k
s tc L  – стоимость кратчайшего пути из узла  в 

достижимый узел t  в начальном графе 

s

 , .UG I  Из (9) следует, что при выполнении равенств 

     1
, ,

k k
,

l
s t s tc L c L c L  s t

k G 1k удаление дуг соответственно из графов  = , G , G  ,  с lG
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меньшей шириной не повлияет на стоимости кратчайших путей из узла  в достижимый узел  

в полученных графах. При удалении дуг из графа 

s t

 ,lG I U  l


 с меньшей шириной увеличивает-

ся стоимость  1
,

l
s tc L 



 кратчайшего пути в исходном графе . Теорема доказана. G

t

iU

Алгоритм решения задачи 2 нахождения среди всех путей минимальной стоимости 
(кратчайших путей) из узла  в достижимый узел  графа G  пути максимальной ширины. s

1) Положим i k . 
2) Для начального графа ,U ,G I U    решаем задачу (1)–(3) поиска кратчайшего 

пути из узла s  в достижимый узел t . 
3) i i . 1 
4) Для графа  ,iG I U  i  решаем задачу (1)–(3) поиска кратчайшего пути из узла  в 

достижимый узел . 

s

t

 5) Если  1
,

i
,

i
t sc L sc L

l

t , то переходим к шагу 3. 

   1
,

l
,

l
s tc L  sc L 6) . Выполняется условие (9) теоремы 2: i  t . Кратчайший путь ,

l
s tL  из 

узла  в достижимый узел  в графе s t  ,lG I  lU  имеет минимальную стоимость  l ,s tc L  сре-

ди всех путей из узла  в достижимый узел  в исходном графе  и максимальную ширину s t G

    , , , , ,
l l
s t i jd i s t

.

d L j Lmin  . 

4. Максимальный поток минимальной стоимости. Рассмотрим задачу 3 определения 
максимального потока минимальной стоимости. 

Задан орграф (сеть)  Каждая дуга  ,G I U  ,i j U  имеет следующие характеристики: 

,i jx  – величина дугового потока дуги  ,i j ,  – стоимость перемещения единицы дугового по-

тока 

,i jc

,i jx  по дуге   ,  – пропускная способность дуги ,id j  ,i j ,i j  (максимальная величина дугово-

го потока дуги ). Нижняя граница дугового потока каждой дуги  ,i j  ,i j U  равна 0. Обозна-

чим   , , ,i jx x i j

t

U   – вектор дуговых потоков. В сети  выделены два узла:  (не содержит 

входящих дуг) и  (не содержит исходящих дуг). Сумма дуговых потоков по дугам, исходящим из 
узла , равна суммарному потоку по входящим в узел  дугам. Величина потока  – суммарный по-
ток по дугам, исходящим из узла s . Узел s  – источник, создает поток, узел t  – сток, поглощает поток. 

G

t

s

s v

Математическая модель задачи определения максимального потока  в сети v  ,G I U  
имеет следующий вид: 

maxv  ,

, ,

,

0, \ ,

v i s

v i t

i I s


 



 (10)

     
, ,  ,

i i

i j j i
j I U j I U

x x

t
  


  



   (11)

 , , ,, ,0 i j i jx d i  j U  (12)

где     : ,iI U j I  i j U  ,     : ,iI U j I   j i U . 

Матрица системы (11) – абсолютно унимодулярна, что гарантирует целочисленность 
оптимального решения  ,x v . 

 ,G I UЗадача (10)–(12) определения максимального потока  в сети v   является част-
ным случаем экстремальной задачи математического программирования вида 

  *
, ,

,
i j i j i

i j U i I

c x c
 
  min,ix 

*

*

, ,

, \
i

i

 (13)

   
, ,  

i i

i j j i
j I U j I U ,

x i I

a i I I




x x
  


  


   (14) 
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 , ,
* *

*

0 , ,

, ,
i j i j

i i i

,x d i j U

b x b i I

  
  

 (15)

при следующих предположениях: 
   *

,
*

, , 0, , ; 1,

, ; 0,   \ .
i j s t

s t i

I s t I c i j U c c

x v x v a i I I

      
    

0;
 (16)

Конструктивная теория решения разреженных систем линейных алгебраических урав-
нений (14) с дополнительными ограничениями на дуговые потоки  , ,ijx i j U  и переменные 

*, ix i I , основанная на принципах декомпозиции, впервые была опубликована в [7]. В рабо-
тах [8], [9] представлены структурные и алгоритмические решения экстремальной задачи 
(13)–(15), получены аналитические решения системы (14) и применены в прикладных иссле-
дованиях интеллектуальных транспортных систем [10], [11]. 

Начальный опорный поток [7], [8]   ; ,x v R  задачи (13)–(15) при введенных предпо-

ложениях (16) состоит из допустимого решения  ; x v ,   , ,ijx x i j U   – выполняются ог-

раничения (14)–(15) и опоры  *,R RR U I  сети  для системы G (14), ,  RU U  * ,RI s t . Опо-

ра  состоит из леса не более чем двух деревьев R sT , , который покрывает все узлы сети 

, при этом, для каждого дерева леса выполняются условия: 

tT

G * ( ) 1sI T RI  , * ( ) 1R
tI TI  . 

С учетом (16) начальное допустимое решение  ,x v  экстремальной задачи (13)–(15) 

сформируем следующим образом. В сети  ,G I U  построим произвольный путь ,s tL  из уз-
ла  в достижимый узел t . Дуговые потоки дуг пути s ,s tL  положим равными величине пропу-

скной способности  ,s td L  пути ,s tL : 

   , , , , .s t i j s td L min d i j L ,   

Дуговые потоки по остальным дугам сети положим равными нулю: , 0i jx  , 

  ,,  \ s ti j U L . Для начального допустимого решения  ; x v  экстремальной задачи (13)–(15) 

величина v  начального потока в сети G  равна 

 
 , ,.

s

s j s
j I U

v x d L


  t  

В результате применения конструктивной теория декомпозиции, вычислительных ме-
тодов, алгоритмических, структурных и технологических решений [5], [8], [9] экстремальной 
задачи (13)–(15) находим оптимальное решение  0 0,x v : 

 
  0 0

, , ,     , ,
s

s j i j
j I U

b x x x i j


  0 ,U

b

 (17)

 Uгде  – величина максимального потока в сети 0v  ,G I . 

Пусть известно численное значение  величины максимального потока в сети . Ма-
тематическая модель задачи нахождения потока минимальной стоимости максимальной ве-
личины  в сети  имеет следующий вид: 

b G

b  ,G I U 
 

 
, ,

,

min,i j i j
i j U

f x c x


   (18)

     
, ,

, ,

  , ,

0, \ , ,i i

i j j i
j I U j I U

b i s

x x b i t

i I s t
  

 
   
 

   (19)

 , ,i j i j0 , , ,x d i j U  
 (20)
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где  ,s t I , ,i jx  – дуговой поток дуги  ,i j ,  – стоимость перемещения единицы 

дугового потока 
,i jc

,i jx  по дуге ,  – пропускная способность дуги  (максимальная 

величина дугового потока дуги ). Нижняя граница дугового потока каждой дуги 

 равна нулю, 

 ,i j

  , , ,i j

,i jd

 ,i j

 ,i j

 ,   Ui j x x i j U   – вектор дуговых потоков,  – численное значение 

величины максимального потока в сети G . 

b

Вектор   , , ,i jx x i j U 



 – допустимое решение экстремальной задачи (18)–(20), если 
выполняются ограничения (19)–(20). 

Замечание. Вектор  0 0 , ,ijx x i j U   оптимального решения  0 0,x v b  экстремаль-

ной задачи (13)–(15) является начальным допустимым решением задачи (18)–(20), где 0v b  – 
величина численного значения максимального потока в сети  ,G I U . 

Максимальный поток величины b , определенный согласно (17), стоимость (18) которо-
го минимальна, называется максимальным потоком минимальной стоимости. 

Начальный опорный поток  , Dx U  задачи (18)–(20) состоит из допустимого решения x  

и опоры  сети  для системы (19), где DU U  ,G I U DU  – покрывающее дерево графа  
(включает все узлы множества ) [5]. 

G
I

 0 0 Теорема 3. Пусть , x v b  – оптимальное решение задачи (13)–(15), где 0v b  – 
численное значение (17) максимального потока в сети . Если для любого допустимого ре-
шения 

G

  , , ,i j x x i j U   задачи (18)–(20) условия сохранения потока (19) для узлов  ,s t  I  

выполняются для величины максимального потока  и для узлов b  \ ,I s t  равны нулю, то 

оптимальное решение  0 0
, , ,i j x x i 


j U  экстремальной задачи (18)–(20) является потоком 

минимальной стоимости 0f x  для максимального потока 0v b : 

 
   

0 0
, , ,

,

        .
s

i j i j s j
i j U j I U

0f x c x b
 

  x  

0

  

 оптимального решения  0 0x xДоказательство. Вектор ,x v b  задачи (13)–(15) явля-

ется начальным допустимым решением задачи (18)–(20). На итерации    , ,D Dx U x U  опор-
ного метода [5] решения задачи (18)–(20) при переходе к новому допустимому решению 

Δx x x  ,   , , ,i jx x i j U  ,   ,Δ Δ , ,i jx x i j U   и новому покрывающему дереву DU  ве-

личина максимального потока в сети G  вычисляется согласно 
  ,

s
s jj I U

x . Из условий сохране-

ния потока (19) следует 
  , 

sj I s jU
x b , где 0v b  – численное значение величины максималь-

ного потока (17) в сети . Следовательно, оптимальное решение G   0 0
, , ,  i jx x i j U 

   ,
 i ji j U

  экстре-

мальной задачи (18)–(20) является потоком минимальной стоимости 0 0
, ,i jf x c


  x   для 

максимального потока 
 s

0
, s jj I U

x   в сети  ,G I U . Теорема доказана. 

 UПриведем алгоритм построения в сети ,G I  максимального потока минимальной 
стоимости. 

1) Положим  * ,I s t , , 1sc   0tc  ; ,s tx v x v   ; ; . *0,   \  ia i I  I  ,   0, ,i jc i j U

 ,x v2) Построим начальное допустимое решения  экстремальной задачи (13)–(15) сле-
дующим образом: 

а) определим произвольный путь ,s tL  из узла  в достижимый узел ; s t
б) дуговые потоки дуг пути ,s tL  положим равными величине пропускной способности 

 ,s td L  пути ,s tL , где     , ,i jn d

\
,, , ;s t s td L mi i j L 

 0, ,

 

в) положим , ,i j s tx i j U L . 

3) Положим  где v  – величина начального потока в сети G . 
  , ,

s
s j s tj I U

d
  ,v x L
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4) Решаем задачу (13)–(15) поиска оптимального решения  0 0,x v b , где – чис-

ленное значение (17) максимального потока в сети , 

0v  b

G 0x  – вектор дуговых потоков опти-
мального решения. 

5) Выберем вектор  0 0 , ,ij x x i j U   оптимального решения  0 0,x v b  экстремаль-

ной задачи (13)–(15) в качестве начального допустимого решения задачи (18)–(20); 
6) Сформируем правую часть системы сохранения потока (19), где  – величина 

численного значения максимального потока в сети 

0v  b
 ,G I U . 

7) Находим оптимальное решение   0 0
, , ,i jx x i j U   задачи (18)–(20). Построен мак-

симальный поток 
 

0
, 

s
s jj I U

x b
   минимальной стоимости    

0 0
, ,,

 i j i ji j U
f x c


 x  . 

С применением результатов теоретической информатики [2], [3], теоретико-графовых и 
технологических аспектов структурных преобразований базисов и фундаментальной систе-
мы циклов [5] разработаны алгоритмические, структурные и технологические решения зада-
чи построения максимального потока минимальной стоимости. 

Заключение. В ориентированных графах исследованы модели и построены методы 
решения экстремальных задач с учетом двух критериев оптимизации. Для двухкритериаль-
ных задач потокового программирования доказаны теоремы об оптимальных решениях, раз-
работаны конструктивная теория и алгоритмы нахождения кратчайшего пути во множестве 
путей максимальной ширины, пути максимальной ширины среди множества кратчайших пу-
тей и решена задача построения максимального потока минимальной стоимости. Структур-
ные и алгоритмические решения двухкритериальных задач могут быть применены в при-
кладных исследованиях интеллектуальных транспортных систем. 
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