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Л.А. Пилипчук, А.С. Пилипчук, Е.Н. Полячок 
Белорусский государственный университет 

 
ТЕХНОЛОГИИ ДЕКОМПОЗИЦИИ БАЗИСНЫХ ГРАФОВ  

В ЗАДАЧАХ ДРОБНО-ЛИНЕЙНОГО ПОТОКОВОГО  
ПРОГРАММИРОВАНИЯ С НЕТОЧНЫМИ ДАННЫМИ 

 

Рассматривается математическая модель прямой задачи дробно-линейного потокового 
программирования и выбрано одно из ее допустимых решений. Требуется минимально изме-
нить коэффициенты целевой функции, чтобы выбранное допустимое решение стало опти-
мальным. С этой целью предлагается математическая модель обратной задачи. Суть обрат-
ной задачи заключается в поиске минимальных изменений численных значений коэффици-
ентов числителя дробно-линейной целевой функции прямой задачи, для которых допустимое 
решение является оптимальным. Мера близости векторов (допустимых решений) оценивает-
ся с помощью выбранной нормы. Обратная задача имеет большое практическое значение, 
так как часто приходится работать с неточными входными данными, которые необходимо 
корректировать. 

Ключевые слова: задача дробно-линейного прогаммирования, математическая модель 

Пусть ( , )S V E  конечный обобщенный связный граф, V  множество уз-

лов и E  множество дуг, определенных на (| | , | | )V V V E   . Математическая 

модель прямой задачи дробно-линейного потокового программирования имеет 
следующий вид: 

( , )

( , )

β
( )

( ) min,
( ) γ

ij ij

i j E

ij ij

i j E

p x
p x

h x
q x q x






  






 (1) 

( ) ( )

μ , ,
i i

ij ji ji i

j I E j I E

x x b i V
  

     (2) 

( , )

λ α , 1, , 0, ( , ) .p

ij ij p ij

i j E

x p l x i j E


      (3) 

Вектор  , ( , )ijx x i j E   допустимое решение задачи (1) – (3), если 

выполняются ограничения (2) – (3), X  множество допустимых решений, 
.x X , ,β, γ,μ , ,ij ij ij ip q b λ ,αp

ij p  параметры задачи (1) – (3), ( )iI E   : ( , ) ,j V i j E 

( )iI E   : ( , )j V j i E  . ( ) 0,q x  .x X   

Математическая модель двойственной задачи для (1) – (3) имеет вид:  
( , , ) max,g y r z z   (4) 

1

1

μ λ ,( , ) ,

α γ β,

l
p

i ij j ij p ij ij

p

l

i i p p

i V p

y y r q z p i j E

b y r z



 

    

   



 
 (5) 

где ,1Rz  ( , ),iy y i V  ( , 1, ).pr r p l  Вектор ( , , )y r z  допустимое решение 

двойственной задачи (4) – (5), если выполняются ограничения (5). 
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Пусть из множества X  выбрано некоторое допустимое решение задачи (1) –

 (3), 0x X , которое нужно превратить в оптимальное решение, если это воз-
можно, путем минимального изменения коэффициентов числителя дробно-
линейной целевой функции (1). Построим новые параметры , ( , )ijp i j E%  следу-

ющим образом: θ ψij ij ij ijp p  % , где θij  увеличение и ψij уменьшение параметра 

ijp , θ 0ij  , ψ 0,ij  ( , ) ,i j E  при этом, изменения θij
 и ψ ij

 каждого параметра 
ijp  не 

могут одновременно принимать положительные значения: θ ψ 0, ( , ) .ij ij i j E   

Обозначим  θ θ ,( , ) ,ij i j E   ψ ψ ,( , )ij i j E  векторы увеличения и уменьшения 

параметров  ,( , )ijp p i j E   соответственно.  

Для экстремальной задачи с новыми коэффициентами числителя дробно-

линейной целевой функцией вида 
   , ,

β γ minij ij ij ij

i j E i j E

p x q x
 

   
        

   
 %  и ограни-

чениями (2) – (3) двойственная задача примет вид: 

1

1

( , , ) max,

μ λ ,( , ) ,

α γ β,

l
p

i ij j ij p ij ij

p

l

i i p p

i V p

g y r z z

y y r q z p i j E

b y r z



 

 

    

   



 

%  (6) 

Если для известного допустимого решения  0 0,( , )ijx x i j E   прямой задачи 

(1) – (3) и некоторого допустимого решения λ ( , , )y r z , ( , ),iy y i V 

( , 1, ),pr r p l  1z R  двойственной задачи (6) выполняются соотношения: 

0

1

( μ λ ) 0,( , ) ,
l

p

i ij j ij p ij ij ij

p

y y r q z p x i j E


      %  (7) 

то 0x оптимальное решение задачи экстремальной задачи с новыми коэффици-
ентами числителя дробно-линейной целевой функцией вида 

   , ,

β γ minij ij ij ij

i j E i j E

p x q x
 

   
        

   
 %  и ограничениями (2) – (3) [1]. 

Для нахождения минимальных изменений коэффициентов , ( , )ijp i j E  чис-

лителя дробно-линейной целевой функции (1) с неточными данными [2] по-
строим математическую модель обратной задачи. Меру близости векторов 

( , ( , ) )ijp p i j E   и ( , ( , ) )ijp p i j E % %  оценим при помощи нормы 1l . Для каждой ду-

ги ( , )i j E  обобщенного графа ( , )S V E  с учетом соотношений θ 0ij  , ψ 0,ij 

θ ψ 0ij ij   норма 1l  преобразуется к следующему виду: 

   
 

 
1 1

, , ,

θ ψ θ ψ .ij ij ij ij ij ij

i j E i j E i j E

l p p p p
  

         % %  (8) 
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В зависимости от численных значений дуговых потоков известного допу-

стимого решения  0 0,( , )ijx x i j E   задачи (1) – (3) разобьем множество дуг E  

обобщенного графа ( , )S V E  на подмножества 1 2и :B B  

   0 0
1 2( , ) : 0 , ( , ) : 0 .ij ijB i j E x B i j E x       (9) 

Математическая модель обратной задачи для определения компонент θij
 и 

ψ ij
 увеличения и уменьшения соответственно для каждого параметра 

, ( , )ijp i j E   

числителя дробно-линейной целевой функции (1) примет следующий вид: 

 
 ,

(θ,ψ) θ ψ max,ij ij

i j E

u


     (10) 

1
1

2
1

1

μ λ θ ψ , ( , ) ,

μ λ θ ψ , ( , ) ,

α γ β,  

θ 0, ψ 0, ( , ) .

l
p

i ij j ij p ij ij ij ij

p

l
p

i ij j ij p ij ij ij ij

p

l

i i p p

i I p

ij ij

y y r q z p i j B

y y r q z p i j B

b y r z

i j E





 

      

      

   

  





 

 (11) 

Двойственная задача к обратной задаче (10) – (11) имеет следующий вид: 

 ,

( , ) β min,ij ij

i j E

f z t p z t


    (12) 

( ) ( )

μ 0, ,
i i

ij ji ji i

j I E j I E

z z bt i V
  

      (13) 

 

( , )

,

λ α 0, 1, ,

γ 0,

p

ij ij p

i j E

ij ij

i j E

z t p l

q z t





  

 




 (14) 

 0
1 1 10 1,( , ) , ( , ) : 0 ; 1, ( , ) \ ,ij ij ijz i j B B i j E x z i j E B         (15) 

где ( , ) ( , ( , ) ; )ijz t z i j E t   допустимое решение задачи (12) – (15), ( , ) .z t Z   

В данной работе для создания численных методов, алгоритмов и техноло-
гий решения задачи (12) – (15) и оптимизации процесса улучшения допустимо-
го решения ( , )z t  на итерациях метода, предложенного в  [1], разработаны ал-

горитмы и технологии декомпозиции базисных графов, позволяющие постро-
ить эффективные алгоритмические,  структурные и технологические решения 
обратной задачи (12) – (15). Для уменьшения количества вычислений использу-
ется структура разреженной матрицы системы (13) – (14), информация о ее ран-
ге, разложения строк и столбцов матрицы, полученные в результате декомпо-
зиции базисных графов и разбиения матрицы системы на подматрицы. В ре-
зультате применения теории декомпозиции базисных графов разреженная си-
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стема (13) – (14) представлена в виде независимых подсистем в соответствии с 
типом их разреженности. При этом подходе для каждой независимой подсисте-
мы становится возможным решать свою подзадачу, не пересекающуюся с дру-
гими подзадачами и использовать результаты теории графов, разреженного 
матричного анализа и дробно-линейного потокового программирования [3], что 
позволяет создать эффективные структурные и алгоритмические решения раз-
реженных линейных систем в синтезе с современными достижениями в области 
теоретической информатики.  

Матрица T  системы (13) – (14) имеет следующую структуру:  
1 1 1
1,1 1, 1, 1

1,1 1, 1, 1

,1 , ,
,1 , ,

1,1 1, 1,

λ ... λ ... λ α
... ...

... ... ... ... ... ...
, ... ... ... ... ... ... , ,

λ ... λ ... λ α
... ...

... ... γ

i n

i n

l l l

l l i l n l

m m i m n m

l l i l n

a a a b
A

T A

a a a b
q q q  

 
   

                      
 

 

, .m V n E   Каждый столбец разреженной матрицы A , за исключением по-

следнего, имеет ровно два отличных от нуля элемента: 1 и μik jk ija a   . По-

строим биективное отображение [4, 5] между индексами 1,...,j n  столбцов мат-

рицы T  (за исключением последнего) и дугами множества E  графа 
( , ),S V E n E   следующим образом: столбцу с индексом  1, ...,k n  матрицы ,T

1 и μik jk ija a    поставим в соответствие дугу ( , )i j E . Выделим в матрице T

подматрицу BT  максимального размера, определитель которой отличен от нуля. 

Пусть    1 1, ..., , , ...,B t B tI i i J j j   множества индексов строк и столбцов матрицы 

BT  соответственно. Пара множеств  ,B BR I J  индексов является опорой графа 

( , )S V E  для системы (13) – (14), а BT опорной (базисной) матрицей, если 

det 0BT  . Матрицу T  разобьем на блоки:   B N

B N

B N

A A
T T T

 
     

, где 

, NB

B N

NB

AA
T T

  
        

, NT матрица размера \ \ ,B BI I J J  где 

\ и \N B N BI I I J J J    множества индексов строк и столбцов матрицы NT  соот-

ветственно. В матрице BA  выделим подматрицу LA  максимальной размерности, 

минор которой отличен от нуля. Пусть    1 1, ..., , , ...,L h L hI i i J j j   множества ин-

дексов строк и столбцов матрицы LA соответственно. Пара множеств  ,L LL I J  

индексов является опорой графа ( , )S V E  для системы (13), LA опорной мат-

рицей, если det 0LA   [5]. Если последний столбец матрицы A  включен в состав 

опорной матрицы LA  и tv  его индекс во множестве LJ , то положим: ξ .tv  В 

противном случае, ξ 0 . Итак, совокупность множеств  ,B BR I J  составляет 

опору обобщенного графа ( , )S V E  для системы (13) – (14), если определитель 
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матрицы BA  отличен от нуля. Совокупность множеств    ,L LL I J составляет 

опору обобщенного графа ( , )S V E  для системы (13). Обозначим через LE  

множество дуг, взаимно-однозначно соответствующих множеству индексов 
столбцов \L tJ v , если t Lv J  или множеству индексов столбцов LJ , если ξ 0 . 

Аналогично, BE множество дуг, взаимно-однозначно соответствующих множе-

ству индексов столбцов \B tJ v , если t Bv J  или множеству индексов столбцов 

BJ , если ξ 0 . На основании построенного взаимно-однозначного соответ-

ствия опора  ,L LL I J  обобщенного графа ( , )S V E  для системы (13) может 

быть представлена следующим образом:  ; , ξ ,L LL I E  если ξ 0tv   и  ; ,L LL I E  

если ξ 0 . Предположим, что ранг матрицы T  системы (13) – (14) равен 
1.V l   

На итерациях метода решения обратной задачи (12) – (15) необходимо  
выполнить построение новой обратной матрицы  1 υ : 1, ; 1,ijD i t j t   % %  на осно-

вании известной матрицы  1 υ : 1, ; 1,ijD i t j t     и известного нового k -го 

столбца 1( ,..., )td d d   матрицы D% . В силу того, что все столбцы матрицы D% , 

кроме столбца с номером k , совпадают со столбцами матрицы D, все столбцы 
матрицы P , кроме столбца с номером k , совпадают со столбцами матрицы 

1 .D D E   Элементы столбца с номером k  матрицы P  равны: 

  1
1 2, ,..., .tp p p p D d   В результате имеем 
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1
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В результате удаления k - той строки и k - го столбца матрицы P  получим 
единичную матрицу размера ( 1) ( 1).t t    Следовательно, det .kP p  Итак, дока-

зана теорема: 
Теорема. Матрица P  обратима тогда и только тогда, когда 0.kp   

Учитывая, что   11 1 1P D D D D
   % % , заключаем, что для вычисления матри-

цы 1D%  справедлива следующая матричная формула: 
1 1 1.D P D  %   

Элементы обратной матрицы 1D%  определяются следующим образом 
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1

υ
υ , 1, ,
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υ υ , , 1, , 1, , υ , 1, .
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j t
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i k i t j t p d i t
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 
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%

%

  

Технологии декомпозиции базисных графов могут быть применены для 
решения сетевых задач линейной и дробно-линейной оптимизации и в при-
кладных исследованиях интеллектуальных транспортных систем. 
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BASE GRAPH DECOMPOSITION TECHNOLOGIES 
IN FRACTIONAL-LINEAR STREAMING PROGRAMMING TASKS WITH 

INACCURATE DATA 
A mathematical model of a direct problem of fractional-linear streaming programming is con-

sidered and one of its permissible solutions is chosen. 
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