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ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОДНОГО СИНГУЛЯРНОГО  
ИНТЕГРО -ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ  
МЕТОДОМ ОРТОГОНАЛЬНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ

Г. А. РАСОЛЬКО1), С. М. ШЕШКО1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Построены две вычислительные схемы решения граничной задачи для сингулярного интегро-дифференциаль-
ного уравнения, которое описывает рассеяние H-поляризованных электромагнитных волн экраном с криволиней-
ной границей. Данное уравнение включает три вида интегралов: сингулярный интеграл с ядром Коши, интегралы 
с логарифмической особенностью и с ядром из класса Гёльдера. Подынтегральные выражения наряду с искомой 
функцией содержат ее первую производную. Предлагаемые схемы приближенного решения задачи основаны на 
представлении искомой функции в виде линейной комбинации ортогональных многочленов Чебышева и спект-
ральных соотношениях, позволяющих получить простые аналитические выражения для сингулярной составляю-
щей уравнения. Коэффициенты разложения решения по базису полиномов Чебышева вычисляются как решение 
системы линейных алгебраических уравнений. Результаты численных экспериментов показывают, что на сетке 
из 20 –30 узлов погрешность приближенного решения достигает минимального предела, обусловленного погреш-
ностью представления действительных чисел с плавающей запятой.

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение; спектральные соотношения; метод ортогональных 
многочленов.
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Two computational schemes for solving boundary value problems for a singular integro-differential equation, which 
describes  the  scattering  of H-polarized  electromagnetic waves  by  a  screen with  a  curved  boundary,  are  constructed. 
This equation contains three types of integrals: a singular integral with the Cauchy kernel, integrals with a logarithmic 
singularity and with the Helder type kernel. The integrands, along with the solution function, contain its first derivative. 
The proposed schemes for an approximate solution of the problem are based on the representation of the solution function 
in the form of a linear combination of the Chebyshev orthogonal polynomials and spectral relations that allows to obtain 
simple analytical expressions for the singular component of the equation. The expansion coefficients of the solution in 
terms of the Chebyshev polynomial basis are calculated by solving a system of linear algebraic equations. The results of 
numerical experiments show that on a grid of 20 –30 points, the error of the approximate solution reaches the minimum 
limit due to the error in representing real floating-point numbers.

Keywords: integro-differential equation; spectral relations; method of orthogonal polynomials.

Введение
Аппарат сингулярных интегральных уравнений широко используется в задачах аэродинамики, диф-

ракции и других областях  естествознания  [1]. Точность приближенного численного решения интег-
ральных уравнений во многом определяется способом их дискретизации, т. е. выбором квадратурных 
формул, базисных функций и узлов аппроксимации, позволяющих свести исходную задачу к системе 
линейных алгебраических уравнений приемлемой размерности и обусловленности. При наличии осо-
бенностей в подынтегральных функциях, что характерно для сингулярных интегральных уравнений, 
требуется максимально учитывать специфику задачи.

В работе [1, с. 69] при решении задачи рассеяния волн криволинейным экраном в случае Н-поля-
ризации рассматривается метод приближенного решения интегро-дифференциального уравнения
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Здесь K x t,( ) и  f x( ) – известные функции из класса Гёльдера H; ϕ x( ) – искомая функция. Там же по-
казано, что решение данного уравнения в классе H существует и единственно при выполнении условий
  ϕ ±( ) =1 0   (2)
и искомая функция представима в виде 

  ϕ x x x( ) = − ( )1 2 v ,   (3)

где v x( ) – ограниченная функция при x ∈ −[ ]1 1, .
Вычислительная схема, предложенная в работе [1], основана на интерполировании искомого реше-
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Однако, как справедливо подчеркнуто в работе [2, c. 187], такой подход не всегда оправдан. Если 
требуется получить решение с высокой точностью, то целесообразно использовать его представление 
в виде линейной комбинации ортогональных многочленов (например, многочленов Чебышева).

В данной работе предлагается алгоритм численного решения уравнения (1) с неизвестной функцией 
ϕ x( ) методом ортогональных многочленов, основной идеей которого является применение спектраль-
ных или квазиспектральных соотношений для входящих в уравнение интегралов.

Предварительные сведения
Наряду с (4) будем использовать известные спектральные соотношения [3]:

  1

1
1 1 1 2 3

2
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1

1π
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где T xn ( ), U xn − ( )1  – многочлены Чебышева первого и второго рода соответственно. Кроме того, по-
лучим некоторые дополнительные тождества, необходимые для построения эффективных алгоритмов 
численного решения поставленной задачи.

Утверждение 1. Для x < 1 имеет место равенство
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Д о к а з а т е л ь с т в о. С учетом соотношения 2 1 2
2−( ) ( ) = ( ) − ( )+x U x T x T xk k k  [4] подынтегральная 

функция в (7) сводится к виду (4), откуда следует истинность утверждения.
При  построении  вычислительной  схемы используем  интерполяционный многочлен  для функции 

f x( ) по узлам Чебышева первого рода [4]: 
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Чтобы получить разложение функции  f x( ) по многочленам Чебышева второго рода, применим в (8) 
тождества [4, с. 23]

T x U x T x U x T x U x U x jj j j0 0 1 1 2, 2 , 2 , 2,( ) = ( ) ( ) = ( ) ( ) = ( ) − ( ) ≥−

и получим следующее равенство: 

  f x f U xn
j

n

j j( ) = ( )
=
∑

0
,   (9)

где
f G G j n f G f Gj j j n n n n= − = − = =+ − −2 1 1, 0, 1, , 2, , ,
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Для получения интерполяционного многочлена K x tn n, ,( ) функции двух переменных K x t,( ) в виде 
разложения  по  многочленам Чебышева  второго  рода  используем  аналогичный  подход,  в  результате 
чего будем иметь
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Приближенное решение уравнения (1)
Рассмотрим две схемы численного решения уравнения (1) при условии (2).
Схема 1. Приближенное решение уравнения (1) будем искать как решение следующей задачи от-

носительно новой неизвестной функции ϕn x( ):
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где K x tn n, ,( ) – интерполяционный многочлен (10) функции K x t,( ) степени n по обеим переменным; 
f xn + ( )2  – интерполяционный многочлен функции  f x( ) вида (9) степени n + 2; ϕn x( ) – некоторое при-
ближение к искомой функции.

Чтобы получить явное выражение для ϕn x( ), поступим следующим образом. Введем вспомогатель-
ную функцию 
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Тогда, выполняя обращение интеграла (12) в классе неограниченных функций, имеем
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Далее, исходя из того, что ϕn −( ) =1 0, получаем
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Учитывая, что H t H t−( ) = ( )1 1, , , находим c = 0. Кроме того, что функция H x t,( ) симметрическая, 
она также неположительная, и имеют место оценки
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Для вспомогательной функции (12) используем разложение
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где ck , k = 0, 1, …, n, – пока неизвестные постоянные.
Тогда из (13) и (14) следует, что
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Введем далее операторы

  I x t t x dtn nϕ π ϕ; ln ,( ) = ( ) −
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∫

1

1

1

  (16)

  k x t K x t dtn n n nϕ π ϕ; , .,( ) = ( ) ( )
−
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1

  (17)

Уравнение (11) с учетом (14), (16), (17) принимает вид

  vn n n nx I x k x f x( ) + ( ) + ( ) = ( )+ϕ ϕ; ; .2   (18)

На основании полученного представления (15) выполним эквивалентные преобразования и упростим 
входящие в (16) и (17) интегралы. 



91

Вычислительная математика
Computational Mathematics

I x t t x dt t c
k

U t t x dtn n k k
k

n
ϕ π ϕ π; ln ln( ) = ( ) − = − −

+
( ) −

− =−
∫ ∑1 1 1 1

11

1
2

011

1

0

2

1

1

0

1
1

1 1 1
1

∫

∑ ∫ ∑

=

= −
+

− ( ) − = −
+

( )
= − =
c
k

t U t t x dt c
k

J xk
k

n

k k
k

n

kπ ln ,,

при  этом  J x t U t t x dtk k( ) = − ( ) −
−
∫

1 1 2

1

1

π ln   вычисляются в  соответствии с формулами  (7). С учетом 

данного соотношения имеем 
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(19)

Перегруппировав это выражение, получим разложение интеграла с логарифмической особенностью 
по многочленам Чебышева второго рода:

  I x t t x dt D U xn n k k
k

n

ϕ
π

ϕ; ln .( ) = ( ) − = ( )
− =

+

∫ ∑1

1

1

0

2

  (20)

Значения Dk нетрудно выписать на основании (19).
Преобразуем (17) с учетом представления (10):
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(21)

Тем самым из (21) получим разложение интеграла (17) по многочленам Чебышева второго рода:

  k x t K x t dt E U xn n n n m m
m

n
ϕ π ϕ; , ,,( ) = ( ) ( ) = ( )

− =
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  (22)

где

  E c
k
km k m k

k
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m k
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∑ w w, ,
,

*

, .
0 2 2

  (23)

Подставляя в (18) представления (14), (20), (22) и (9), приходим к уравнению

c D E U x D U x f U xk k k k
k
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k k+ +( ) ( ) + ( ) = ( )
= = +

+

=

+

∑ ∑ ∑
0 1

2

0

2

.

Полученное равенство выполняется, когда коэффициенты разложения удовлетворяют системе урав-
нений  c D E f k n D f k n nk k k k k k+ + = = = = + +, , , , , ,0 1 2   из  которой  после  несложных  преобразова-
ний приходим к следующей системе линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных 
c k nk , ,= 0 :
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где коэффициенты wk, q вычисляются согласно (23),

α β γk k kk k

k

k k
k k

= −
−( ) =

+ =

+( ) >










= −
+(

1
4 1

2
2

1
8

0

1
2 2

0

1
4 2

,

ln , ,

, , )) +( )k 3
.

Решая систему (24) относительно неизвестных ck , k = 0, 1, …, n, при n ≥ 4, приближенное решение 
уравнения (1) получим по формуле (15).

Схема 2. Построим еще одну схему численного решения уравнения (1). Рассмотрим вначале следую-
щие утверждения.

Утверждение 2. Для  x < 1 имеет место равенство

  J x t T t dt
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Д о к а з а т е л ь с т в о. При k = 0 формула (25) очевидно верна на основании (5). Пусть k  ≥ 1. Вычис-

лим производную от подынтегральной функции и используем соотношение  xT x x U x T xk k k( ) = −( ) ( ) − ( )− −1 2
1 1

xT x x U x T xk k k( ) = −( ) ( ) − ( )− −1 2
1 1  [4].
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π .  Принимая во внимание  (5),  (6) и соотно-

шение 2 2T x U x U xk k k( ) = ( ) − ( )− , получим J x k T x U x k U x k U xk k k k k( ) = − +( ) ( ) − ( ) = − ( ) − + ( )− −1 1
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22 2 , 

что и требовалось доказать.
Утверждение 3. Для  x < 1 имеет место равенство
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  (26)

Д о к а з а т е л ь с т в о. С учетом соотношений 2 12T x U x U x kk k k( ) = ( ) − ( ) ≥− , , U x T U− ( ) = =1 0 00, , ле-
вая часть (26) сводится к вычислению интегралов вида (7), и тождества (26) проверяются непосред-
ственными вычислениями.

Принимая во внимание (3), приближенное решение уравнения (1) будем искать как решение следую-
щего уравнения:
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(27)

где  K x tn n, ,( ) – интерполяционный многочлен (10) функции K x t,( ) степени n по обеим переменным; 
f xn + ( )2  – интерполяционный многочлен функции  f x( ) вида (9) степени n + 2; ϕn nx x x( ) = − ( )1 2 v  – 
некоторое приближение к искомой функции.

Положим далее 

  vn k k
k

n
x c T x( ) = ( )

=
∑

0
,   (28)

где ck , k = 0, 1, …, n, – пока неизвестные постоянные.
Упростим первый интеграл, входящий в (27). С учетом (28) и (25) имеем
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(29)

Тем самым получено разложение первого интеграла в (27) по многочленам Чебышева второго рода:
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где Ak на основании (29) имеют вид
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Рассмотрим второй интеграл в (27) с учетом представления (28):
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Подставив вместо I xk ( )  его значение согласно (26), получим
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(31)

Перегруппировав это выражение, будем иметь разложение второго интеграла в (27) по многочленам 
Чебышева второго рода:
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Выражения для Bk несложно получить из (31).
Рассмотрим третий интеграл в (27) и также учтем представления (10) и (28):
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(33)
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Тем самым из (33) приходим к разложению третьего интеграла в (27) по многочленам Чебышева 
второго рода:
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Собирая вместе разложение каждого из трех интегралов по формулам (30), (32), (35), слева имеем 
линейную комбинацию многочленов Чебышева второго рода, а справа – функцию f xn + ( )2  в виде (9):
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Это равенство верно тогда и только тогда, когда коэффициенты удовлетворяют системе уравнений 
Ak + Bk + Dk = fk , k n B fk k= =0, , , k n n= + +1 2, . После несложных преобразований приходим к сле­
дующей системе линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных c k nk , ,= 0 :
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  (36)

где коэффициенты wk q,
*  вычисляются согласно (34),
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Решив систему (36) относительно неизвестных ck , k = 0, 1, …, n, при n ≥ 7, приближенное решение 
уравнения (1) получим по формуле 

  ϕn k k
k

n
x x c T x( ) = − ( )

=
∑1 2

0
.   (37)

Предложенные схемы протестированы на примере решения модельной задачи для уравнения (1) при 
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2 . Известно, что решением задачи (1), (2) в дан-

ном случае является функция ϕ x x x( ) = −2 1 2. Как показывают расчеты, проведенные в среде компью-
терной алгебры Mathcad, уже при сравнительно небольших значениях n достигается достаточно высокая 
точность вычисления приближенного решения.

Схема 1. Решая систему (24) при n, равных 7, 14 и 35, видим, что точное решение ϕ x( ) отличается 
от приближенного ϕn x( ), вычисленного по формуле (15), в системе точек x = – 0,99, – 0,98, …, 0,99 не 
более чем на 1,0 ⋅ 10–5, 2,2 ⋅ 10–8 и 8,0 ⋅ 10–16 соответственно. 

Схема 2. Решая систему (36) при n, равных 7, 14 и 21, видим, что точное решение ϕ x( ) отличается 
от приближенного ϕn x( ), вычисленного по формуле (37), в системе точек x = – 0,99, – 0,98, …, 0,99 не 
более чем на 1,0 ⋅ 10–5, 2,2 ⋅ 10–8 и 1,5 ⋅ 10–15 соответственно. 

Обоснование сходимости и оценки погрешности приближенного решения можно получить по ана-
логии с представленными в статье [5].
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